
224) Ïîïðîáóåì äëÿ íà÷àëà ðåøèòü çàäà÷ó â îáùåì âèäå. Âûáåðåì òðåóãîëüíèê, ïîäîáíûé äàííîìó
è òàêîé, ÷òîáû òðèñåêòðèññû ðàçáèâàëè åãî îñíîâàíèå íà îòðåçêè äëèíîé a, 1 è b. Îòíîøåíèå äëèí
ýòèõ îòðåçêîâ ðàâíî îòíîøåíèþ ïëîùàäåé òðåóãîëüíèêîâ èç-çà îáùåé âûñîòû. Ïóñòü ∠ACD =
∠DCE = ∠ECB = α. Òîãäà, îáîçíà÷àÿ CD = x,CE = y ïî ñâîéñòâàì áèññåêòðèñû â òðåóãîëüíèêàõ
ACE è DCB èìååì AC = ay,BC = bx. Òîãäà èç ôîðìóë äëÿ áèññåêòðèññ ñëåäóåò

y2 = ax2 − a, x2 = by2 − b, ïîýòîìó x2 = ab+b
ab−1 , y

2 = ab+a
ab−1 , cosα = x2+y2−1

2xy =

√
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. Ïîýòîìó

íóæíî ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû ýòî âûðàæåíèå áûëî ìåíüøå 1 (è ab > 1, èíà÷å íå ïîäáèðàþòñÿ x è y ), à
âîò áîëüøå 1

2 îíî ïîëó÷àåòñÿ âñåãäà è ñàìî, ïîýòîìó α < 60o. è óãîë 3α ìîæåò áûòü â òðåóãîëüíèêå.
Èòàê, ìû õîòèì ÷òîáû (a+ 1)(b+ 1) < 4ab, òî åñòü a+ b+ 1 < 3ab
Äîêàæåì, ÷òî òàêóþ êàðòèíêó â òàêîì ñëó÷àå ìîæíî ïîñòðîèòü. Ïîñòðîèì òðåóãîëüíèêè
ACD,DCE,ECB ïî òðåì ñòîðîíàì. Äàëåå, óáåäèìñÿ, ÷òî òðåóãîëüíèêè ñîñòûêîâûâàþòñÿ. Ñ÷è-
òàÿ êîñèíóñû óãëîâ ∠ADC,∠EDC, íàõîäèì
a2+y2−a2x2

2ay = −y2+1−x2

2y

a2 + y2 − a2x2 = −ay2 − a+ ax2

a2 + y2 − a(y2 + a) = −ay2 − a+ (y2 + a)
×òî âåðíî. Àíàëîãè÷íî ñòûêóþòñÿ äðóãèå òðåóãîëüíèêè.
Îñòàëñÿ ïîñëåäíèé âîïðîñ - ïî÷åìó òðåóãîëüíèêè ñóùåñòâóþò. Îêàçûâàåòñÿ, òåîðåìà êîñèíóñîâ
ïðî ëþáîé èç óãëîâ âûäàåò íåâîçìîæíûé îòâåò, åñëè ïîäñòàâèòü â íåå òðè ÷èñëà, íå ÿâëÿþùèåñÿ
ñòîðîíàìè òðåóãîëüíèêà.

Â ñàìîì äåëå, ïóñòü c ≥ a + b. Òîãäà a2+b2−c2
2ab ≤ a2+b2−(a+b)2

2ab = −1 è a2+c2−b2
2ac = 1 + (a−c)2−b2

2ac =

1 + (c−a−b)(c−a+b
2ac ≥ 1 (àíàëîãè÷íî ïîñëåäíèé óãîë)

Ïåðåéäåì ê ðåøåíèþ çàäà÷è. Ïóñòü, íàïðèìåð, ïðàâèëüíûå ïëîùàäè ýòî 1, 2, 5. Ñäåëàâ ïîäõîäÿùåå
ïðåîáðàçîâàíèå ïîäîáèÿ, ïîëó÷èì òðåóãîëüíèê ñ îòðåçêàìè íà ñòîðîíå 2, 1, 5 èëè 0.5, 1, 2.5 èëè

0.2, 1, 0.4. Âû÷èñëèì äëÿ êàæäîãî èç íèõ cosα =
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> 1, íåâîçìîæíî

Äëÿ òðåòüåãî ñëó÷àÿ cosα =
√
1.68

2
√
0.08

> 1, íåâîçìîæíî

Ïóñòü òåïåðü ïðàâèëüíûå ïëîùàäè ýòî 1, 2, 10. Ñäåëàâ ïîäõîäÿùåå ïðåîáðàçîâàíèå ïîäîáèÿ, ïîëó-
÷èì òðåóãîëüíèê ñ îòðåçêàìè íà ñòîðîíå 2, 1, 10 èëè 0.5, 1, 5 èëè 0.1, 1, 0.2. Âû÷èñëèì äëÿ êàæäîãî

èç íèõ cosα =

√
(a+1)(b+1)

2
√
ab
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√
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> 1, íåâîçìîæíî

Èòàê, âîçìîæíû òðè ñëó÷àÿ. Îñòàëîñü ïîëó÷èòü îòâåòû â íèõ.

cos 3α = cosα(4 cos α−3)
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(ñàìûé íîðìàëüíûé îòâåò - ïîñëåäíèé, íàïðèìå îí èìååò ðàöèîíàëüíûé òàíãåíñ. Äóìàþ, äàëè òàêîé
òðåóãîëüíèê. Íî ôîðìàëüíî åñòü òðè îòâåòà)
Äîêàæåì òåïåðü, ÷òî ïðè ëþáûõ a, b, c - îòðåçêàõ íà ñòîðîíå - ñóùåñòâóåò ëèáî îäèí îòâåò, ëèáî äâà.
Ïóñòü a ≥ b ≥ c. Ðàññìîòðèì òðè òðåóãîëüíèêà ñî ñòîðîíàìè, ïðîïîðöèîíàëüíûìè ýòèì è îäíîé èç
ñòîðîí 1.
Åñëè ýòî c/a, 1, c/b, òî (c/a)(c/b)− 1 ≤ 0 è òàêîé ñëó÷àé íåâîçìîæåí.
Åñëè ýòî a/c, 1, b/c, òî (a/c)(b/c)− 1 > 0 è a

c +
b
c +1 < 3ab

c2 , ïîñêîëüêó êàæäîå ñëàãàåìîå ëåâîé ÷àñòè

ìåíüøå ab
c2 è òàêîé ñëó÷àé âîçìîæåí.

À âîò ñëó÷àé a/b, 1, c/b èíîãäà âîçìîæåí, à èíîãäà íåò (ñîáñòâåííî ó íàñ åñòü äâà ïðèìåðà èç
èñõîäíîé çàäà÷è). Ïóñòü a/b = x, c/b = y, x > 1 > y > 0×òîáû îí áûë âîçìîæåí, íåîáõîäèìî è
äîñòàòî÷íî, ÷òîáû xy > 1 è x + y + 1 < 3xy. Íàðèñîâàâ íà ïëîñêîñòè ñîîòâåòñòâóþùèå îáëàñòè,
ïîëó÷èì, ÷òî ïðè ëþáîì x > 1 ìîæíî áðàòü y ∈ ( x+1

3x−1 , 1).


