
218. (Áóäåì ïîêà ñ÷èòàòü, ÷òî åñëè ó n-ãðàííèêà åñòü n − 1-óãîëüíàÿ ãðàíü, òî ýòî ïèðàìèäà.
Âîîáùå-òî ýòî íåâåðíî, íî ÿ ïîíÿë ýòî óæå ïîñëå òîãî, êàê íàïèñàë ðåøåíèå. Ïîýòîìó ñëó÷àé n−1-
óãîëüíûõ ãðàíåé áóäåò ðàçîáðàí â êîíöå. Â ÷àñòíîñòè, îòâåò ñåé÷àñ íåâåðåí, íî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
íàèëó÷øèé îòâåò äëÿ ïðî÷èõ ìíîãîãðàííèêîâ, ïîýòîìó ÿ åãî îñòàâëþ).
Îòâåò 1005.
Ïðèìåð. Ðàññìîòðèì ïðàâèëüíóþ 1007-óãîëüíóþ ïèðàìèäó, íà îäíîé èç òðåóãîëüíûõ ãðàíåé êî-
òîðîé ïîñòðîåíà î÷åíü ïëîñêàÿ òðåóãîëüíàÿ ïèðàìèäà (òàê, ÷òîáû âûïóêëîñòü ñîõðàíÿëàñü). Î÷å-
âèäíî, âñå äèàãîíàëè ýòîãî ìíîãîãðàííèêà ñîåäèíÿþò âåðøèíó ýòîé òðåóãîëüíîé ïèðàìèäû ñ âåð-
øèíàìè îñíîâàíèÿ. Òàêèõ äèàãîíàëåé 1005.
Äîêàæåì òåïåðü, ÷òî ìåíüøå ÷åì 1005 íå áûâàåò. Ïóñòü âñåãî ó ìíîãîãðàííèêà n ãðàíåé è êîëè÷å-
ñòâî ðåáåð ó íèõ H1, . . . Hn. Òîãäà∑
Hi = 4034, V = 2019−n. ×èñëî äèàãîíàëåé, êàê ìû óæå çíàåì, ðàâíî 1

2 (V
2−V −

∑
H2

i +2
∑
Hi) =

1
2 ((2019− n)

2 + n−
∑
H2

i + 6049). ×òîáû ñäåëàòü ýòó âåëè÷èíó ïîìåíüøå ïðè ôèêñèðîâàííîì n (è
ðàç íàâñåãäà ôèêñèðîâàííîé

∑
Hi = 4034) ñëåäóåò áðàòü ìàêñèìàëüíî äàëåêèå Hi.

Çàìåòèì òàêæå, ÷òî ÷èñëî ãðàíåé ìíîãîãðàííèêà íå ïðåâîñõîäèò 4034
3 , òî åñòü íå ïðåâîñõîäèò 1344.

Àíàëîãè÷íî è ÷èñëî âåðøèí íå ïðåâîñõîäèò 1344, îòêóäà ÷èñëî ãðàíåé íå ìåíüøå 675.
Ñëó÷àé 1. n = 1010. Òîãäà íàáîð ñ ìàêñèìàëüíîé ñóììîé êâàäðàòîâ ýòî 3, 3, 3, . . . 3, 1007. Äëÿ íåãî
ïîëó÷àåòñÿ íàø îòâåò.
Ñëó÷àé 2. n > 1010. Òîãäà íàáîð ñ ìàêñèìàëüíîé ñóììîé êâàäðàòîâ ýòî 3, 3, 3, . . . 3, 4037− 3n. Äëÿ
íåãî ïîëó÷àåòñÿ îòâåò
f(n) = 1

2 ((2019 − n)
2 + n − (n − 1)9 − (4037 − 3n)2 + 6049) = −4n2 + 10088n + C. Ýòî ïàðàáîëà ñ

âåðøèíîé ïðè n = 1261, ïîýòîìó ïîëó÷åííàÿ ôóíêöèÿ âîçðàñòàåò íà [1010, 1261] è óáûâàåò äàëüøå,
ïðè ýòîì f(1512) = f(1010). Ïîýòîìó íåðàâåíñòâî f(n) > 1005 âûïîëíåíî ïðè âñåõ n ∈ [1011, 1344]
Ñëó÷àé 3. 808 < n < 1010. Çàìåòèì òîãäà, ÷òî âñå ãðàíè - íå áîëåå ÷åì (n − 2) - óãîëüíèêè (åäèí-
ñòâåííûé n- ãðàííèê ñ ãðàíüþ-(n− 1)-óãîëüíèêîì - ïèðàìèäà. Íî ó ïèðàìèäû ÷èñëî ðåáåð ÷åòíî).
Ñëåäîâàòåëüíî, íàáîð ñ ìàêñèìàëüíîé ñóììîé êâàäðàòîâ ýòî 3, 3, 3, . . . 3, 4042− 4n, n− 2 (î÷åâèäíî
4042− 4n < n− 2, òàê êàê 5n > 4044). Äëÿ íåãî èìååì
f(n) = 1

2 ((2019−n)
2+n−(n−2)2−(n−2)9−(4042−4n)2+6049) = −8n2+14147n+C. Ýòî ïàðàáîëà

ñ âåðøèíîé ïðè n = 884.1875 è f(1009) = 2030.5 > 1005. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè âñåõ n îò 885 äî 1009
áóäåì èìåòü f(n) > 1005. Áîëåå òîãî, èç ñèììåòðèè ïàðàáîëû áóäåì èìåòü òî æå íåðàâåíñòâî íà
ó÷àñòêå îò 759.375 äî 884, òî åñòü íà âñåì èíòåðåñóþùåì íàñ ïðîìåæóòêå.
Ñëó÷àé 4. 674 < n < 809. Òîãäà íàáîð ñ ìàêñèìàëüíîé ñóììîé êâàäðàòîâ ýòî 3, 3, 3, . . . 3, 4047 −
5n, n − 2, n − 2 (î÷åâèäíî 4047 − 5n < n − 2, òàê êàê 6n > 4049). Òîãäà f(n) = 1

2 ((2019 − n)
2 + n −

2(n − 2)2 − (n − 3)9 − (4047 − 5n)2 + 6049) = −13n2 + 18216n + C. Ýòî ïàðàáîëà ñ âåðøèíîé ïðè
n ≈ 700 è êàê è â ïðåäûäóùèõ ñëó÷àÿõ èìååì íóæíîå íàì íåðàâåíñòâî.

Ïîïðîáóåì òåïåðü èññëåäîâàòü ýòó çàäà÷ó äëÿ ïðîèçâîëüíîãî çàäàííîãî ÷èñëà ðåáåð. Ñðàçó çàìå-
òèì, ÷òî ïðè ÷åòíîì R ≥ 6 îòâåòîì áóäåò R

2 - óãîëüíàÿ ïèðàìèäà (ó íåå 0 äèàãîíàëåé), ïðè R = 9
- òðåóãîëüíàÿ ïðèçìà (ó íåå 0 äèàãîíàëåé), à ïðè R = 1, 2, 3, 4, 5, 7 ìíîãîãðàííèêà ñ òàêèì ÷èñëîì
ðåáåð íå ñóùåñòâóåò.
Ãèïîòåçà çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ïðè âñåõ íå÷åòíûõR êðîìåR = 9 îòâåòîì áóäåò R−7

2 è êîíñòðóêöèÿ
ïîëíîñòüþ àíàëîãè÷íà ðàçîáðàííîìó ÷àñòíîìó ñëó÷àþ.
Èòàê, ïóñòü ðåáåð R, ãðàíåé n. Òîãäà âåðøèí 2 +R− n, ïðè÷åì n ≤ 2R

3 , n = R− V + 2 ≥ R
3 + 2.

Íàñ èíòåðåñóåò ìèíèìóì âûðàæåíèÿ 2D = V 2−V +4R−
∑
H2

i = (2+R−n)2− 2+3R+n−
∑
H2

i ,
ïðè÷åì

∑
Hi = 2R, à êîëè÷åñòâî ñëàãàåìûõ â ïîñëåäíåé ñóììå ðàâíî n.

Âñïîìíèì òàêæå, ÷òî ïðè ôèêñèðîâàííîé ñóììå ÷èñåë ñóììà èõ êâàäðàòîâ ìàêñèìàëüíà, åñëè ÷èñëà
ðàçäâèíóòû êàê ìîæíî äàëüøå äðóã îò äðóãà.
Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî åñëè íåðàâåíñòâî áóäåò âûïîëíåíî äëÿ êàêîãî-òî íàáîðà ñ ðàçäâèíóòûìè ÷èñëàìè,
òî îíî áûëî âûïîëíåíî è äî ðàçäâèæåíèÿ (ðàçäâèãàòü âñåãäà áóäåì ïî 2 ÷èñëà - ê îäíîìó +1, ê
äðóãîìó −1).
Áóäåì òàêæå ñ÷èòàòü ïîêà, ÷òî R - äîñòàòî÷íî áîëüøîå ÷èñëî (êàêîå èìåííî - áóäåò ïîñòåïåííî
óòî÷íÿòüñÿ â ïðîöåññå äîêàçàòåëüñòâà è ïîëó÷èòñÿ ÷òî R ≥ 23).
Ñëó÷àé 1. n ≥ R+3

2 .
Òîãäà ìàêñèìàëüíî ðàçäâèíóòûé íàáîð âûãëÿäèò òàê - 3, 3, 3, . . . , 3, 2R−3n+3 è ëþáîé íàáîð ÷èñåë
ìîæíî ðàçäâèíóòü â íåãî.
Äëÿ íåãî èìååì 2D = (2+R−n)2−2+3R+n−9(n−1)−(2R−3n+3)2 = −8n2+(10R+6)n−3R2−5R+2.
Ýòî ïàðàáîëà âåòâÿìè âíèç è ñ âåðøèíîé â n = 5R+3

8 .

Êðîìå òîãî, ïðè n = R+3
2 èìååì 2D = −2(R+3)2+(5R+3)(R+3)− 3R2− 5R+2 = R− 7 - òà ñàìàÿ

òî÷íàÿ îöåíêà.
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Ïîñêîëüêó 5R+3
8 > R+3

2 ïðè R > 9, òî ïðè óâåëè÷åíèè n ýòà ôóíêöèÿ ðàñòåò äî 5R+3
8 è ïîòîì

óáûâàåò, ïðèíèìàÿ çíà÷åíèå R− 7 âòîðè÷íî â òî÷êå 5R+3
4 − R+3

2 = 3R−3
4 > 2R

3 ïðè R > 9. Ïîýòîìó
ïðè âñå äîïóñòèìûõ n çíà÷åíèÿ ôóíêöèè íå ìåíüøå, ÷åì R− 7.
Â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ n ≤ R−1

2 . Çàìåòèì, ÷òî åñëè ó òåëà âñåãî n ãðàíåé, òî êàæäàÿ èç íèõ - íå
áîëåå ÷åì n−2-óãîëüíèê. Â ñàìîì äåëå, êàæäîå ðåáðî ãðàíè äîëæíî âõîäèòü â êàêóþ-òî åùå ãðàíü
è âñå ýòè ãðàíè ðàçëè÷íû. Åñëè èõ n− 1, òî ýòî ìîæåò áûòü òîëüêî n− 1 - óãîëüíàÿ ïèðàìèäà, íî
ó íåå ÷åòíîå ÷èñëî ðåáåð.
Ñëó÷àé 2. 2R

5 +2 ≤ n ≤ R+1
2 . Òîãäà ìàêñèìàëüíî ðàçäâèíóòûé íàáîð âûãëÿäèò òàê - 3, 3, 3, . . . , 3, 2R−

4n + 8, n − 2 è ëþáîé íàáîð ÷èñåë ìîæíî ðàçäâèíóòü â íåãî (ñíà÷àëà ðàçäâèãàÿ ìàêñèìàëüíûé ñ
íåìèíèìàëüíûì, ïîòîì ìàêñèìàëüíûé èç îñòàâøèõñÿ ñ íåìèíèìàëüíûì. Â èòîãå âñå êðîìå äâóõ
ñäâèíóòñÿ â òðîéêè, îäèí â n − 2 è ïîñëåäíèé èç ñîîáðàæåíèé ñóììû - â 2R − 4n + 8). Çàìåòèì
òàêæå, ÷òî 2R− 4n+ 8 ≤ n− 2, òàê êàê 2R+ 10 ≤ 5n.
Äëÿ íåãî èìååì 2D = (2 + R − n)2 − 2 + 3R + n − 9(n − 2) − (2R − 4n + 8)2 − (n − 2)2 = −16n2 +
n(14R+ 56)− 3R2 − 25R− 44. Ýòî ïàðàáîëà âåòâÿìè âíèç è ñ âåðøèíîé â n = 7R+28

16 .

Ïîñêîëüêó 7R+28
16 < R+2

2 ïðè R > 12 è ïðè n = R+2
2 èìååì 2D = −4(R + 2)2 + (R + 2)(7R + 28) −

3R2 − 25R− 44 = R− 4 > R− 7, òî íà âñåì ïðîìåæóòêå îò 7R+28
8 − R+2

2 = 3R+20
8 äî R+2

2 âûïîëíåíî

íåðàâåíñòâî 2D > R − 7. Ïîñêîëüêó 3R+20
8 < 2R

5 + 2 ïðè R > 20, òî âåñü íóæíûé íàì ïðîìåæóòîê
íàêðûò.
Ñëó÷àé 3. R

3 + 3 ≤ n ≤ 2R
5 + 2

Òîãäà ìàêñèìàëüíî ðàçäâèíóòûé íàáîð âûãëÿäèò òàê - 3, 3, 3, . . . , 3, 2R−5n+13, n−2, n−2 è ëþáîé
íàáîð ÷èñåë ìîæíî ðàçäâèíóòü â íåãî (ñíà÷àëà ðàçäâèãàÿ ìàêñèìàëüíûé ñ íåìèíèìàëüíûì, ïîòîì
ìàêñèìàëüíûé èç îñòàâøèõñÿ ñ íåìèíèìàëüíûì è åùå ðàç òàê æå. Â èòîãå âñå êðîìå òðåõ ñäâèíóòñÿ
â òðîéêè, äâà â n − 2 è ïîñëåäíèé èç ñîîáðàæåíèé ñóììû - â 2R − 5n + 13). Çàìåòèì òàêæå, ÷òî
2R− 5n+ 13 ≤ n− 2, òàê êàê 2R+ 15 ≤ 5n è 2R− 5n+ 13 ≥ 3.
Äëÿ íåãî èìååì 2D = (2+R−n)2−2+3R+n−9(n−3)−(2R−5n+13)2−2(n−2)2 = −26n2+(18R+
126)n− 3R2 − 45R− 148. Ýòî ïàðàáîëà âåòâÿìè âíèç è ñ âåðøèíîé â n = 9R+63

26 < 2R+10
5 ïðè R ≥ 8.

Ïîñêîëüêó ïðè n = 2R
5 + 2 ïîëó÷àåì 2D = R2−5R

25 > R− 7 ïðè R ≥ 23, òî è íà âñåì ïðîìåæóòêå îò
9R+63

13 − 2R+10
5 = 19R+185

65 äî 2R+10
5 íåðàâåíñòâî âûïîëíåíî. Ýòîò ïðîìåæóòîê ïîëíîñòüþ íàêðûâàåò

íàø, ïîñêîëüêó 19R+185
65 < R

3 + 3 ïðè âñåõ R.

Ñëó÷àé 4. R
3 + 2 ≤ n ≤ R

3 + 3. Ìû ñ÷àñòëèâî èçáåæàëè åãî â ïðîøëûé ðàç ïðè R = 2017, ãäå îí
óäîáíî ïîäêëåèëñÿ ê ïðåäûäóùåìó. Íà ñàìîì äåëå íåðàâåíñòâà çäåñü ìîãóò áûòü ñäåëàíû ñòðîãèìè
è òîãäà òóò èíîãäà íå áóäåò íåðàçîáðàííûõ ÷èñåë âîâñå. Íî íàì íå òðóäíî.
Â ðåàëüíîñòè â ýòîì ïðîìåæóòêå âñåãî îäíî-äâà íàòóðàëüíûõ ÷èñëà, ïîýòîìó îí íå îáåùàåò áûòü
òðóäíûì. Ìàêñèìàëüíî ðàçäâèíóòûé íàáîð âûãëÿäèò òàê - 3, 3, 3, . . . , 3, 2R−6n+20, n−2, n−2, n−2,
ïðè÷åì ÷åòâåðòîå ïî âåëè÷èíå ÷èñëî íå áîëüøå 8.
Ïîýòîìó 2D = (2+R−n)2− 2+ 3R+n− 9(n− 4)− (2R− 6n+20)2− 3(n− 2)2 ≥ (R− 1)2− 2+ 3R+
R
3 + 2− 9(R3 − 1)− 64− 3(R3 + 1)2 ≥ 2

3R
2 − 4R+ R

3 − 57 > R− 7 ïðè R ≥ 13.
Ñëó÷àé 5. R - ìàëåíüêîå íå÷åòíîå ÷èñëî (11, 13, 15, 17, 19, 21).
Â ïðèíöèïå, äëÿ ìíîãèõ èç íèõ ïðåäûäóùèå ðàññóæäåíèÿ ïðîõîäÿò (íàïðèìåð, åñëè â êàêîì-ëèáî
îòðåçî÷êå, ãäå îöåíêà íå ïðîõîäèò, íåò öåëûõ ÷èñåë). Îäíàêî ïðîùå áóäåò çàìåòèòü, ÷òî ïåðâûé
ñëó÷àé ðàáîòàåò âñåãäà, à îñòàëüíûå ðàçîáðàòü çàíîâî. Íàïîìíèì, ÷òî R

3 +2 ≤ n ≤ R+1
2 è âñå ãðàíè

íå áîëåå ÷åì n− 2-ãðàííèêè.
5.1) R = 11,

∑
Hi = 22, 6 ≤ n ≤ 6, R−7

2 = 2
n = 6, v = 7, n− 2 = 4. Åäèíñòâåííûé âàðèàíò 3, 3, 4, 4, 4, 4 èìååò (åñëè ñóùåñòâóåò) 21− 11− 4 · 2 =
3 > 2 äèàãîíàëåé.
5.2) R = 13,

∑
Hi = 26, 7 ≤ n ≤ 7, R−7

2 = 3
n = 7, v = 8, n−2 = 5. Îïòèìàëüíûé âàðèàíò 3, 3, 3, 3, 4, 5, 5 èìååò (åñëè ñóùåñòâóåò) 28−13−2−2·5 =
3 äèàãîíàëè.
5.3) R = 15,

∑
Hi = 30, 7 ≤ n ≤ 8, R−7

2 = 4
n = 7, v = 10, n− 2 = 5. Îïòèìàëüíûé âàðèàíò 3, 3, 4, 5, 5, 5, 5 èìååò (åñëè ñóùåñòâóåò) 45− 15− 2−
4 · 5 = 8 > 4 äèàãîíàëåé.
n = 8, v = 9, n − 2 = 6. Îïòèìàëüíûé âàðèàíò 3, 3, 3, 3, 3, 3, 6, 6 íå ñóùåñòâóåò (6 + 6 − 2 > 9),
Îïòèìàëüíûé èç îñòàëüíûõ âàðèàíò 3, 3, 3, 3, 3, 4, 5, 6 èìååò (åñëè ñóùåñòâóåò) 36− 15− 2− 5− 9 =
5 > 4 äèàãîíàëåé.
5.4) R = 17,

∑
Hi = 34, 8 ≤ n ≤ 9, R−7

2 = 5
n = 8, v = 11, n− 2 = 6. Îïòèìàëüíûé âàðèàíò 3, 3, 3, 3, 4, 6, 6, 6 èìååò (åñëè ñóùåñòâóåò) 55− 17−
2− 3 · 9 = 9 > 5 äèàãîíàëåé.
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n = 9, v = 10, n − 2 = 7. Îïòèìàëüíûé âàðèàíò 3, 3, 3, 3, 3, 3, 3, 6, 7 èìååò (åñëè ñóùåñòâóåò) 45 −
17 − 9 − 14 = 5 äèàãîíàëåé. Íà ñàìîì äåëå íå ñóùåñòâóåò â ñèëó ëåììû, íî ýòî íåâàæíî. Çàòî ýòî
ïîçâîëÿåò íå çàäóìûâàòüñÿ, êàêîé èç ñóùåñòâóþùèõ èìååò ìèíèìàëüíîå ÷èñëî äèàãîíàëåé.
5.5) R = 19,

∑
Hi = 38, 9 ≤ n ≤ 10, R−7

2 = 6
n = 9, v = 12, n− 2 = 7. Îïòèìàëüíûé âàðèàíò 3, 3, 3, 3, 3, 3, 6, 7, 7 èìååò (åñëè ñóùåñòâóåò) 66− 19−
9− 2 · 14 = 10 > 6 äèàãîíàëåé.
n = 10, v = 11, n − 2 = 8. Îïòèìàëüíûé âàðèàíò 3, 3, 3, 3, 3, 3, 3, 3, 6, 8 èìååò (åñëè ñóùåñòâóåò)
55− 19− 9− 20 = 7 > 6 äèàãîíàëåé. Íà ñàìîì äåëå íå ñóùåñòâóåò â ñèëó ëåììû, íî ýòî íåâàæíî.
5.6) R = 21,

∑
Hi = 42, 9 ≤ n ≤ 11, R−7

2 = 7
n = 9, v = 14, n− 2 = 7. Îïòèìàëüíûé âàðèàíò 3, 3, 3, 3, 3, 6, 7, 7, 7 èìååò (åñëè ñóùåñòâóåò) 91− 21−
9 − 3 · 14 = 19 > 7 äèàãîíàëåé. Êàæåòñÿ òîæå íå ñóùåñòâóåò, ïîñêîëüêó ãðàíè ïî 7 âåðøèí âðîäå
òàê íå ñòûêóþòñÿ, íî ýòî íåâàæíî.
n = 10, v = 13, n − 2 = 8. Îïòèìàëüíûé âàðèàíò 3, 3, 3, 3, 3, 3, 3, 5, 8, 8 èìååò (åñëè ñóùåñòâóåò)
78−21−5−2 ·20 = 12 > 7 äèàãîíàëåé. Íà ñàìîì äåëå íå ñóùåñòâóåò â ñèëó ëåììû, íî ýòî íåâàæíî.
n = 11, v = 12, n − 2 = 9. Îïòèìàëüíûé âàðèàíò 3, 3, 3, 3, 3, 3, 3, 3, 3, 6, 9 èìååò (åñëè ñóùåñòâóåò)
66− 21− 9− 27 = 9 > 7 äèàãîíàëåé. Íà ñàìîì äåëå íå ñóùåñòâóåò â ñèëó ëåììû, íî ýòî íåâàæíî.
Òåîðåìà äîêàçàíà.

Çàéìåìñÿ òåïåðü ñëó÷àåì, êîãäà îäíà èç ãðàíåé n-ãðàííèêà - n−1-óãîëüíèê. Îòâåò òîãäà áóäåò R−9
2 .

Ïðèìåð áóäåò ïîñòðîåí íèæå. Âîçìîæíî íàì è óäàëîñü áû ïîäêëþ÷èòü ýòîò ñëó÷àé ê ïðåäûäóùèì,
íî ïðèøëîñü áû ïåðåñ÷èòûâàòü âñå òðåõ÷ëåíû. Ëó÷øå ÿ ñäåëàþ îòäåëüíî.
Òîãäà âñå îñòàëüíûå ãðàíè ìíîãîãðàííèêà èìåþò ïî îäíîìó îáùåìó ðåáðó ñ ýòîé ãðàíüþ (áóäåì
íàçûâàòü åå îñíîâàíèåì). Ïóñòü êðîìå âåðøèí îñíîâàíèÿ åñòü åùå v âåðøèí. Òîãäà âñåãî n− 1 + v
âåðøèí, n ãðàíåé è 2n + v − 3 ðåáåð, èç êîòîðûõ n − 1 èñïîëüçîâàíû â îñíîâàíèè, à îñòàëüíûå
n + v − 2 ñîåäèíÿþò ïðî÷èå âåðøèíû ìåæäó ñîáîé èëè ïðî÷èå âåðøèíû ñ âåðøèíàìè îñíîâàíèÿ.
Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ìíîãîãðàííèê èíîãäà êàê ìíîãîãðàííèê, à èíîãäà êàê ãðàô - â çàâèñèìîñòè
îò òîãî, ÷òî áóäåò óäîáíåå â äàííûé ìîìåíò. Òîãäà áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî âñå âåðøèíû, êðîìå âåðøèí
îñíîâàíèÿ, íàðèñîâàíû âíóòðè ãðàíè-îñíîâàíèÿ.
Çàìåòèì, ÷òî âñå âåðøèíû, êðîìå âåðøèí îñíîâàíèÿ, îáðàçóþò äåðåâî - î÷åâèäíî â íåì íåò öèê-
ëîâ(èíà÷å áûëè áû ãðàíè, íå ïðèìûêàþùèå ê îñíîâàíèþ). Åñëè æå îí íåñâÿçåí - îòäåëèì çàìêíóòîé
ëèíèåé åãî êîìïîíåíòû äðóã îò äðóãà è äîâåäåì åå äî êîíòóðà îñíîâàíèÿ. Òåì ñàìûì ìû ïîëó÷èì
â ãðàôå îáëàñòü, âûõîäÿùóþ íà êîíòóð ìíîãîóãîëüíèêà â äâóõ ìåñòàõ (ïîñêîëüêó îò êàæäîé êîì-
ïîíåíòû åñòü ïóòü äî îäíîé èç ÷àñòåé îñíîâàíèÿ, ýòî íå ìîæåò îêàçàòüñÿ îäíà è òà æå ÷àñòü).
Âñÿ ýòà ëèíèÿ èäåò âíóòðè îäíîé îáëàñòè. Íî òîãäà ó ìíîãîãðàííèêà åñòü ãðàíü, ñîäåðæàùàÿ äâå
íåñîñåäíèå âåðøèíû îñíîâàíèÿ è çíà÷èò ïåðåñåêàþùàÿñÿ ñ íèì íå ïî ðåáðó.
Òîãäà â íåì v − 1 ðåáðî è åùå n− 1 ñîåäèíÿþò âåðøèíû äåðåâà ñ âåðøèíàìè îñíîâàíèÿ.
Îöåíèì òåïåðü êîëè÷åñòâî äèàãîíàëåé. Áóäåì ñ÷èòàòü îòðåçêè îò âåðøèí äåðåâà äî âåðøèí îñíî-
âàíèÿ. Åñëè îíè íå ðåáðà è íå äèàãîíàëè ãðàíåé, òî îíè íàì ïîäõîäÿò.
Ðàññìîòðèì ëþáóþ âåðøèíó äåðåâà. Èç íåå èñõîäÿò íåñêîëüêî ðåáåð â äðóãèå âåðøèíû äåðåâà è
íåñêîëüêî ðåáåð ê îñíîâàíèþ ïèðàìèäû. Îíè ðàçáèâàþò åå îêðåñòíîñòü íà íåñêîëüêî îáëàñòåé.
Îáëàñòè áûâàþò òðåõ òèïîâ - îáà ðåáðà â äåðåâå, îáà ðåáðà ê îñíîâàíèþ, îäíî â äåðåâå, äðóãîå ê
îñíîâàíèþ.
Åñëè îáà ðåáðà â äåðåâå, òî îíè âõîäÿò â êàêóþ-òî ãðàíü, êîòîðàÿ âûõîäèò íà êîíòóð îñíîâàíèÿ â
äâóõ ñîñåäíèõ âåðøèíàõ. Èõ áðàòü íåëüçÿ.
Åñëè îáà ðåáðà ê îñíîâàíèþ, òî îíè âõîäÿò â òðåóãîëüíóþ ãðàíü è íåëüçÿ áðàòü èõ êîíöû.
Åñëè ïî ðåáðó êàæäîãî òèïà, òî íåëüçÿ áðàòü êîíåö ðåáðà ê îñíîâàíèþ è îäíó èç ñîñåäíèõ ñ íèì
âåðøèí.
Òàêèì îáðàçîì, êàæäîå ðåáðî ê îñíîâàíèþ çàïðåùàåò îäíó âåðøèíó, à êàæäîå ðåáðî â äåðåâå -
íå áîëåå äâóõ (ïî îäíîé ñ êàæäîé ñòîðîíû). Ïîýòîìó âñåãî ðàçðåøåííûõ âåðøèí áóäåò íå ìåíåå
(n− 1)− 2deg1 − deg2, ãäå deg1 - ñòåïåíü âåðøèíû â äåðåâå, deg2 - êîëè÷åñòâî ðåáåð,âåäóùèõ èç íåå
ê îñíîâàíèþ. Ïîýòîìó âñåãî äèàãîíàëåé áóäåò ðàçðåøåíî íå ìåíåå ÷åì
v(n− 1)− 2

∑
deg1 −

∑
deg2 = v(n− 1)− 4(v − 1)− (n− 1) = vn− 5v − n+ 5.

Ìû õîòèì äîêàçàòü, ÷òî vn − 5v − n + 5 ≥ 2n+v−3−9
2 , òî åñòü (v − 2)(n − 5.5) ≥ 0, ÷òî âåðíî ïðè

äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n, v. Çàìåòèì òàêæå, ÷òî ñòåïåíü êàæäîé âåðøèíû äåðåâà (â èñõîäíîì ãðàôå)
íå ìåíüøå òðåõ, îòêóäà (n− 1) + 2(v − 1) ≥ 3v, n ≥ v + 3.
Îñòàëèñü ñëåäóþùèå âàðèàíòû.
1) v = 1. Òîãäà ýòî âñå-òàêè ïèðàìèäà. Ó íåå 0 äèàãîíàëåé, íî îíà âîçìîæíà ëèøü ïðè ÷åòíîì ÷èñëå
ðåáåð.
2) n = 4 èëè n = 5. Òîãäà v ≤ 2 è ïåðâàÿ ñêîáêà òîæå íåïîëîæèòåëüíà, ïîýòîìó íåðàâåíñòâî âåðíî.
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3) v = 2. Òîãäà ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî. Îñòàëîñü ïîñòðîèòü ïðèìåð.
Ðàññìîòðèì ïðàâèëüíóþ òðåóãîëüíóþ ïðèçìó ABCA1B1C1. Â ãðàíè ABB1A1 ñîåäèíèì òî÷êè A1

è B1 ëîìàíîé ëèíèåé, çàìûêàåìîé ðåáðîì (åãî íàäî ñòåðåòü) A1B1 â âûïóêëûé ìíîãîóãîëüíèê.
Çàòåì ñîåäèíèì âñå âåðøèíû ýòîé ëîìàíîé ñ C1. Åñëè íà ëîìàíîé áóäåò x íîâûõ âåðøèí, òî âñåãî
âåðøèí áóäåò x+6, ðåáåð 2x+9, ãðàíåé x+5 (îäíà èç íèõ x+4- óãîëüíèê, äâà ÷åòûðåõóãîëüíèêà,
îñòàëüíûå òðåóãîëüíèêè) è äèàãîíàëåé x (ñîåäèíÿþò òî÷êó C ñ âåðøèíàìè ëîìàíîé), òî åñòü êàê
ðàç R−9

2 .
Âîçìîæíû è äðóãèå ïðèìåðû. Âñå îíè óñòðîåíû òàê - n−1 - óãîëüíèê, âíóòðè êîòîðîãî ëåæèò ðåáðî.
Îíî ñîåäèíåíî ñ äâóìÿ ðåáðàìè îñíîâàíèÿ è îáðàçóåò äâà ÷åòûðåõóãîëüíèêà, à åùå êàæäàÿ âåðøèíà
îñíîâàíèÿ ñîåäèíåíà ñ îäíèì èç êîíöîâ ýòîãî ðåáðà. Èíûìè ñëîâàìè, ìîæíî áûëî ïðèñòðàèâàòü
ëîìàíûå ê îáîèì îñíîâàíèÿì ïðèçìû.

∑
H
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