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Êàê âîîáùå âûãëÿäÿò ÷èñëà, èìåþùèå ðîâíî n íàòóðàëüíûõ äåëèòåëåé? Ìû ðàñêëàäûâàåì n â
ïðîèçâåäåíèå íåñêîëüêèõ ìíîæèòåëåé, âû÷èòàåì èç êàæäîãî ïî 1, âîâîäèì ðàçëè÷íûå ïðîñòûå â
ïîëó÷åííûå ñòåïåíè è ïåðåìíîæàåì. Î÷åâèäíî, âûãîäíî âçÿòü ïåðâûå íåñêîëüêî ïðîñòûõ (åñëè îäíî
èç ïåðâûõ ïðîñòûõ íå âçÿòî - çàìåíèì íà íåãî ïîñëåäíåå âçÿòîå) è ñäåëàòü òàê, ÷òîáû ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü ñòåïåíåé íå âîçðàñòàëà(èíà÷å áóäåò âûãîäíî ïîìåíÿòü ìåñòàìè äâà ïîêàçàòåëÿ ñòåïåíè).
Íî âîò âûáîð íàèìåíüøåãî èç òàêèõ ÷èñåë, õîòü è êîíå÷íûé â êàæäîì êîíêðåòíîì ñëó÷àå, óæå íå
î÷åíü ïðèÿòåí.
Êðîìå òîãî, ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü îöåíêè ðàñïðåäåëåíèÿ ïðîñòûõ ÷èñåë n

2 lnn < π(n) < 2n
lnn ïðè

n > 2.
à) Ïóñòü n = p1p2 . . . pk. Òîãäà íàèìåíüøåå ÷èñëî ñ òàêèì ÷èñëîì äåëèòåëåé ýòî pa1

1 p
a2
2 . . . pak

k (ñëå-
äóþùèå ïðîñòûå óæå íåçà÷åì èñïîëüçîâàòü, n íåëüçÿ ðàçëîæèòü â ïðîèçâåäåíèå áîëåå ÷åì k ìíî-
æèòåëåé) ïðè÷åì (a1 + 1)(a2 + 1) . . . (ak + 1) = p1p2 . . . pk è a1 ≥ a2 ≥ . . . ≥ an.
Äîïóñòèì, ÷òî îäíî èç ïðîñòûõ òàì íå âñòðåòèëîñü. Òîãäà îäíî èç ïðîñòûõ â ðàçëîæåíèè áóäåò íå
â ñòåïåíè pi − 1, à â êàêîé-òî äðóãîé. Âîçüìåì ïîñëåäíåå ÷èñëî â ñòåïåíè íå òàêîãî âèäà. Ïóñòü
ýòî p, à q - îäíî èç ñëåäóþùèõ ïðîñòûõ ÷èñåë. Èòàê, èìååòñÿ pab−1qc−1. Ïîïðîáóåì çàìåíèòü ýòî
íà pac−1qb−1 è âûÿñíèì, êîãäà ýòà çàìåíà ýôôåêòèâíà. Â ÷àñòíîñòè, âîçìîæíî c = 1. Íî a, b > 1.
Òàêæå ìû çíàåì, ÷òî c ≤ ab.
pab−1qc−1 > pac−1qb−1

pabqc > pacqb

pa(b−c) > qb−c

Åñëè b > c, òî ýòî ðàâíîñèëüíî pa > q, àíàëîãè÷íî ìîæíî çàìåíèòü, åñëè pb > q. Áóäåì òåïåðü
ñ÷èòàòü, ÷òî a > b > 1. Â ÷àñòíîñòè, a ≥ 3
Èòàê, åñëè b > c è pa > q èëè a > c è pb > q, òî åñòü ñïîñîá óëó÷øèòü ÷èñëî.
Ïîñêîëüêó pa > q ïî êðàéíåé ìåðå äëÿ íåñêîëüêèõ ñëåäóþùèõ ïðîñòûõ ÷èñåë q ïîñëå p, òî äëÿ èõ
ñòåïåíåé âåðíî c > a.
Èòàê, ó âñåõ ïðîñòûõ ÷èñåë â ïðîìåæóòêå îò p äî pa ñòåïåíü - íåêîòîðîå ÷èñëî âèäà pi − 1, ïðè÷åì
pi > a, íî pi < ab < a2 è âñå ýòè ñòåïåíè ðàçíûå. Òî åñòü ïðîñòûõ ÷èñåë îò p äî pa ìåíüøå
÷åì ïðîñòûõ ÷èñåë îò a äî a2. Äîêàæåì, ÷òî òàê îáû÷íî íå áûâàåò. Áóäåì óñèëèâàòü òðåáóåìîå
íåðàâåíñòâî.
π(pa)− π(p) > π(a2)− π(a)
π(pa) > a2 + p

pa

2a ln p > a2 + p

pa > 2a3p2 + 2ap2

pa−1 > 3a3

2a−1 > 3a3 ÷òî âåðíî ïðè a ≥ 17.
Èòàê, åñëè îäíà èç ñòåïåíåé èìååò âèä ab− 1, ãäå a ≥ 17, b 6= 1, òî ÷èñëî âñåãäà ìîæíî óìåíüøèòü.
Òàêèì îáðàçîì, òîëüêî ÷èñëà îò 2 äî 13 ìîãóò ãðóïïèðîâàòüñÿ ìåæäó ñîáîé. Â ÷àñòíîñòè ýòî çíà÷èò,
÷òî âñå ïðîñòûå, êðîìå ïîñëåäíèõ ïÿòè, áóäóò ðåàëüíî çàäåéñòâîâàíû â îïòèìàëüíîì ïðèìåðå.
Òåïåðü ïîïðîáóåì ðàçîáðàòü ñëó÷àè ìàëåíüêèõ a (îïÿòü æå óñèëèâàÿ ïî äîðîãå íåðàâåíñòâî).
1) a = 13.
π(p13)− π(p) > π(169)− π(13) = 34
p13

13 ln p ≥ p+ 33. Ïîñêîëüêó p4 > 13

p8 > p+ 33
p(p7 − 1) > 33
2(27 − 1) > 33 âåðíî
2) a = 11.
π(p11)− π(p) > π(121)− π(11) = 25
p11

11 ln p ≥ p+ 25. Ïîñêîëüêó p4 > 11

p6 > p+ 25
p(p5 − 1) > 25
2(25 − 1) > 25 âåðíî
3) a = 7.
π(p7)− π(p) > π(49)− π(7) = 11
p7

7 ln p ≥ p+ 11. Ïîñêîëüêó p3 > 7

p3 > p+ 25
p(p2 − 1) > 25
5(52 − 1) > 25 âåðíî. Îñòàëîñü ïðîâåðèòü p = 2, 3.
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π(27)− π(2) = 29 > 11
π(37)− π(3) ≥ π(27)− π(3) = 28 > 11
4) a = 5.
π(p5)− π(p) > π(25)− π(5) = 6
p5

5 ln p ≥ p+ 6. Ïîñêîëüêó p2 > 5 ïðè p 6= 2

p2 > p+ 6 âåðíî ïðè p > 3.
Îñòàëîñü ïðîâåðèòü p = 2, 3.
π(25)− π(2) = 10 > 6
π(35)− π(3) ≥ π(25)− π(3) = 9 > 6
5) a = 3.
π(p3)− π(p) > π(9)− π(3) = 2
p3

3 ln p ≥ p+ 2. Ïîñêîëüêó p > 5 (îñòàëüíûå ñìîòðèì ïîçæå) èìååì 3 ln p < p

p2 > p+ 2 âåðíî ïðè p > 5.
Îñòàëîñü ïðîâåðèòü p = 2, 3, 5.
π(23)− π(2) = 3 > 2
π(33)− π(3) = 7 > 2
π(53)− π(5) ≥ π(33)− π(5) = 6 > 2
Èòàê, íà ñàìîì äåëå óêàçàííîå íåðàâåíñòâî âåðíî âñåãäà. Ïîýòîìó íèêàêóþ ñòåïåíü âèäà ab− 1 íåò
ñìûñëà äåðæàòü.
á) Äîêàæåì, ÷òî íàïðèìåðN = 64! íå áóäåò êðàñèâûì. Îíî èìååò 145 ïðîñòûõ ìíîæèòåëåé, ïîýòîìó
p146 = 839 íå áóäåò èñïîëüçîâàíî äëÿ ïîñòðîåíèÿ ìèíèìàëüíîãî ÷èñëà ñ N äåëèòåëÿìè. Â òî æå
âðåìÿ îíî êðàòíî 263, ïîýòîìó åñëè äëÿ ïîñòðîåíèÿ ìèíèìàëüíîãî ÷èñëà äâîéêà áóäåò âçÿòà â
ìåíüøåé ñòåïåíè, òî äåëèìîñòè íå áóäåò. Äîêàæåì, ÷òî òàê è ñëó÷èòñÿ. Äîïóñòèì, â ðàçëîæåíèå
íàèìåíüøåãî ÷èñëà âõîäèò 2k, ïðè÷åì k ≥ 63. Òîãäà k + 1 - äåëèòåëü ÷èñëà N , íå ìåíüøèé 64 è
ïîýòîìó íå ïðîñòîé. Äîïóñòèì k = ab− 1.
Óòâåðæäåíèå. Ëþáîå ñîñòàâíîå ÷èñëî, áîëüøåå 64, ìîæíî ðàçëîæèòü íà äâà ìíîæèòåëÿ òàê, ÷òî
îäèí èç íèõ áóäåò íå ìåíüøå 11, à âòîðîé áîëüøå 1.
Â ñàìîì äåëå, åñëè ó ÷èñëà åñòü ïðîñòîé ìíîæèòåëü, áîëüøèé 7, óòâåðæäåíèå î÷åâèäíî. Åñëè åñòü
ïðîñòîé ìíîæèòåëü, ìåíüøèé 7 - ïîäåëèì ÷èñëî íà íåãî è ïîëó÷èì ìèíèìóì 13 = 65

5 . Åñëè æå ÷èñëî
- ñòåïåíü ñåìåðêè, òî îíî êàê ìèíèìóì 343 è åãî ìîæíî çàïèñàòü â âèäå 7b, ãäå b ≥ 72 = 49 > 11.
Çàìåíèì òîãäà â íàøåì ÷èñëå 2ab−1 (ãäå a ≥ 11) íà 2a−1839b−1 è äîêàæåì, ÷òî ÷èñëî óìåíüøèòñÿ
(êîëè÷åñòâî äåëèòåëåé, åñòåñòâåííî, íå èçìåíèòñÿ).
2ab−1 ≥ 2a−1839b−1

2ab−a ≥ 839b−1 (2a)b−1 ≥ 839b−1

2a ≥ 839
×òî âåðíî, ïîñêîëüêó 2a ≥ 211 = 2048 > 839.
Âèäèìî, ìîæíî ïðîâåñòè ïîõîæåå ðàññóæäåíèå äëÿ ëþáîãî ÷èñëà N = t!, åñëè òîëüêî ñòåïåíü âõîæ-
äåíèÿ äâîéêè â t! áîëüøå âñåõ ïðîñòûõ ÷èñåë äî t âêëþ÷èòåëüíî õîòÿ áû íà 2 (ýòî äîâîëüíî ÷àñòàÿ
ñèòóàöèÿ, åñòåñòâåííî. Ñêàæåì äëÿ ñòåïåíåé äâîéêè íàäî òîëüêî â ÷èñëî Ìåðñåííà íå âìàçàòüñÿ
ñëó÷àéíî).
(Íàïðèìåð, äëÿ N = 7! = 24 ·32 ·5·7 íàèìåíüøèì, êàæåòñÿ, áóäåò 26 ·34 ·52 ·72 ·11·13·17·19 è ÿ âîîáùå
ïîäîçðåâàþ, ÷òî ïðè áîëüøèõ t ýòî óñëîâèå íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ïîòîìó ÷òî êàêîå-òî ïðîñòîå
äîëæíî áûòü â ñòåïåíè,êðàòíîé p − 1 è èíòóèòèâíî ÿñíî, ÷òî äëÿ áîëüøèõ ïðîñòûõ âûãîäíî ýòè
ñòåïåíè äåðæàòü èíäèâèäóàëüíî. Íàïðèìåð, äëÿ òîãî æå 64! íà÷àëî îïòèìàëüíîãî ÷èñëà äîëæíî
áûòü 260 · 358 · 552 . . ., ïîýòîìó äåëèòüñÿ íà ôàêòîðèàë (êðîìå äâîåê), ãäå ñòåïåíè óáûâàþò êóäà
áûñòðåå, îíî áóäåò. Íî ýòî ÿ ïîêà íå ñìîã ôîðìàëèçîâàòü.)
Èòàê, ïóñòü t äîñòàòî÷íî âåëèêî è îáëàäàåò ýòèì ñâîéñòâîì. ÒîãäàN = t! äåëèòñÿ íà êàæäîå ïðîñòîå
p â ñòåïåíè íå áîëüøåé t

p + t
p2 + . . . = t

p−1 , ïîýòîìó îáùåå êîëè÷åñòâî ïðîñòûõ â ðàçëîæåíèè íå

ïðåâûñèò t( 11 + 1
2 + . . . + 1

t−1 ) < t(ln t + 1). Ñëåäîâàòåëüíî ïðîñòîå ñ íîìåðîì [2t ln t] íàâåðíÿêà

èñïîëüçîâàíî íå áóäåò. Îíî ïðè ýòîì ìåíüøå ÷åì 2 · 2t ln(t) · ln(2t ln(t) < 8t ln2 t.
Â ìèíèìàëüíîå ÷èñëî äâîéêà äîëæíà âõîäèòü â ñòåïåíè íå íèæå ÷åì p+1 äëÿ ëþáîãî p èç äåëèòåëåé
N . Çíà÷èò, îíà âõîäèò òóäà â íåïðîñòîé ñòåïåíè ab − 1, ãäå a, b > 1. Òî åñòü â ñòåïåíè íå íèæå
÷åì t

2 ln t (ìîæíî îöåíèòü ìàêñèìàëüíîå ïðîñòîå, íå ïðåâîñõîäÿùåå t). Òîãäà â ëþáîì ðàçëîæåíèè

ab íà ìíîæèòåëè íàéäåòñÿ ìíîæèòåëü, áîëüøèé
√

t
2 ln t . Íàçîâåì èìåííî åãî a è äîêàæåì, ÷òî

ñîîòâåòñòâóþùàÿ çàìåíà áóäåò âûãîäíà. Äåéñòâóåì àíàëîãè÷íî ðàññóæäåíèþ ïðî 64. Íàäî áóäåò â
èòîãå äîêàçàòü íåðàâåíñòâî

2
√

t
2 ln t > 8t ln2 t
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√
t

2 ln t ln 2 > ln(8t ln2 t)√
t

2 ln t > 2 ln(t2)
t

2 ln t > 16 ln2 t

t > 32 ln3 t
×òî âåðíî ïðè áîëüøèõ t.
â) Äîêàæåì, ÷òî òàêèõ ÷èñåë áåñêîíå÷íî ìíîãî. Ðàññìîòðèì ÷èñëî âèäà (p6k+1p6k+2 . . . p7k)

7 ïðè k
áîëüøåì 100 è äîêàæåì, ÷òî îíî ïîäõîäèò. À èìåííî - íàèëó÷øèì ÷èñëîì ñî ñòîëüêèìè äåëèòåëÿìè
áóäåò ïðîèçâåäåíèåì ïåðâûõ 7k ïðîñòûõ ÷èñåë, êàæäîå èç êîòîðûõ (â ÷àñòíîñòè ïîñëåäíèå k) âõîäèò
â ñòåïåíè pi− 1, 6k+1 ≤ i ≤ 7k, è ýòîãî äîñòàòî÷íî äëÿ äåëèìîñòè èáî pi− 1 ≥ p6k+1− 1 ≥ p7− 1 =
16 > 7
Â ñàìîì äåëå, äîïóñòèì ÷òî ýòî íå òàê è îäíî èç ïðîñòûõ âõîäèò â ñòåïåíè ab − 1. Òîãäà äðóãîå
ïðîñòîå íå âõîäèò âîâñå. Çàìåíèì pab−1 íà pa−1qb−1 è äîêàæåì, ÷òî ÷èñëî óìåíüøèëîñü.
pab−1 > pa−1qb−1

pab−a > qb−1

pa > q
Äîêàæåì ÷òî 2p6k+1 > p7k, ýòîãî áóäåò äîñòàòî÷íî. Êàê îáû÷íî, óñèëèâàåì íåðàâåíñòâî.
p6k+1 ln 2 > ln p7k
(6k+1) ln(6k+1) ln 2

2 > ln(2 · 7k · ln(7k))
6k
4 > ln(98k2)
k > 3 ln k
×òî âåðíî ïðè k > 100 èç-çà âîçðàñòàíèÿ ôóíêöèè k

ln k .
Íà ñàìîì äåëå, âåðîÿòíî, èñõîäíîå íåðàâåíñòâî âåðíî è ïðè ìåëêèõ k (ñêàæåì, ïðîñòî ÷èñëî 177

îòëè÷íî ïîäõîäèò), íî â ýòîì ïóíêòå ÿ âñå ðàâíî íå ãîòîâ ïîíèìàòü, êàê âûãëÿäÿò âñå òàêèå ÷èñëà.
ã) î÷åâèäíî, ÷òî 71, 72, 73 íå ÿâëÿþòñÿ êðàñèâûìè (÷èñëî 7 â ðàçëîæåíèè èñïîëüçîâàíî íå áóäåò).
Ñòîëü æå î÷åâèäíî, ÷òî 74, 75, 76 êðàñèâûìè áóäóò. Äîêàæåì, ÷òî îñòàëüíûå ñòåïåíè ñåìåðêè êðà-
ñèâûìè íå áóäóò, òî åñòü îòâåò 3. Âîçüìåì ÷èñëî 7k. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ÷èñëà ñî ñòîëüêèìè äåëèòåëÿìè
ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíî íå áîëåå ÷åì k ïåðâûõ ïðîñòûõ ÷èñåë. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî èñïîëüçîâàíû
ðîâíî k, ïðîñòî íåêîòîðûå â íóëåâîé ñòåïåíè.
Ðàññìîòðèì ÷èñëî 27

a1−137
a2−1 . . . p7

ak−1
k . Ìû õîòèì ñäåëàòü åãî êàê ìîæíî ìåíüøå. Óìíîæèì åãî

íà 2 · 3 · . . . · pk, âîçüìåì ëîãàðèôì è áóäåì ìèíèìèçèðîâàòü óæå ýòî ÷èñëî - 7a1 ln 2 + . . .+7ak ln pk.
Êàê ìû óæå çíàåì, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ai íåâîçðàñòàåò.
Ëåììà. Åñëè a > 7b, òî a+ b > a

7 + 7b (î÷åâèäíî ïîñëå ïðèâåäåíèÿ ïîäîáíûõ è óìíîæåíèÿ íà 7
6 ).

Ðàçîáüåì òåïåðü âñå ïðîñòûå ÷èñëà íà ïðîìåæóòêè îò 7 äî 77, îò 77 äî 749 è òàê äàëåå. Îöåíèì
êîëè÷åñòâî ïðîñòûõ ÷èñåë íà êàæäîì èç ýòèõ ïðîìåæóòêîâ.

π(77
n

)− π(77n−1

) > 77
n

7n ln 7 − 77
n−1

> 77
n

2·7n ln 7 > 77
n−n−1 ≥ 7(7n − n− 1) > 7(7n − 7n−1)

Â êàæäîì èç ýòèõ ïðîìåæóòêîâ åñòü êàê ìèíèìóì 7 · 6, 7 · 42, . . . 7 · (7n − 7n−1) ïðîñòûõ ÷èñåë. Â
ïåðâîì ïðîìåæóòêå óêàçàòü 42 ïðîñòûõ ÷èñëà ìîæíî, äàëüøå àñèìïòîòèêà è ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî
òî÷íî ðàáîòàþò.
Óòâåðæäåíèå. ai íà ó÷àñòêå îò 77

n

äî 77
n+1

ýòî êàê ìèíèìóì a4 − n− 1.
Â ñàìîì äåëå, ïóñòü äëÿ êàêîãî-òî p ýòî íå òàê. Òî åñòü ai ≤ a4−n−2. Çàìåòèì ÷òî ln pi < ln(77

n+1

) =
7n+1 ln 7. Òîãäà 7a4 ln7 > 7 · 7ai ln pi è â ñèëó ëåììû òîãäà 7a4 ln7 + 7ai ln pi > 7a4−1ln7 + 7ai+1 ln pi -
ïðîòèâîðå÷èå ñ ìèíèìàëüíîñòüþ ÷èñëà.
Îáîçíà÷èì a4 çà x. Òîãäà ñóììà ïîêàçàòåëåé ïðè ïðîñòûõ ýòî êàê ìèíèìóì 7(7− 1)(x− 1)+ 7(72−
7)(x−2)+ . . . 7(7x−1−7x−2) ·1+4x (ïîñëåäíåå ñëàãàåìîå ïîêàçûâàåò ñòåïåíè 2, 3, 5, 7 ïî ìèíèìóìó).
Óïðîñòèì ýòó ñóììó: 7x + 7x−1 + . . . + 72 − 7(x − 1) + 4x ≥ 7x + 7x−1 + 7 − 3x > 7x ïðè x ≥ 2.
Ñëåäîâàòåëüíî, ñóììà ïîêàçàòåëåé ñòåïåíåé (ðàâíàÿ k ) áîëüøå, ÷åì 7a4 è íàøå ÷èñëî íà 7k íå
äåëèòñÿ.
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