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Пусть k, n — натуральные, а P > 1. Введем обозначение

Jk,n(P ) =

∫ 1

0

. . .

∫ 1

0

∣∣∣∣∑
x6P

e2πi(α1x+...+αnx
n)

∣∣∣∣2kdα1 . . . dαn.

Легко видеть, что величина Jk,n(P ) имеет также смысл числа реше-
ний системы уравнений

x1 + . . .+ xk = xk+1 + . . .+ x2k

x2
1 + . . .+ x2

k = x2
k+1 + . . .+ x2

2k

. . .

xn
1 + . . .+ xn

k = xn
k+1 + . . .+ xn

2k

в натуральных x1, . . . , x2k, не превосходящих P .

Теорема (теорема Виноградова о среднем). Пусть τ — на-
туральное, k > nτ . Тогда справедливо неравенство

Jk,n(P ) 6 DτP
2k−∆(τ),

где

∆(τ) =
n(n+ 1)

2

(
1−

(
1− 1

n

)τ )
, Dτ = (nτ)6nτ (2n)4n(n+1)τ .

Пусть λ1, . . . , λn ∈ Z и Jk,n(P ;λ1, . . . , λn) — число решений систе-
мы уравнений 

x1 + . . .+ xk − xk+1 − . . .− x2k = λ1

x2
1 + . . .+ x2

k − x2
k+1 − . . .− x2

2k = λ2

. . .

xn
1 + . . .+ xn

k − xn
k+1 − . . .− xn

2k = λn

в натуральных x1, . . . , x2k, не превосходящих P . Как мы уже знаем,
Jk,n(P ;λ1, . . . , λn) можно представить в виде интеграла∫ 1

0

. . .

∫ 1

0

∣∣∣∣∑
x6P

e2πi(α1x+...+αnx
n)

∣∣∣∣2ke−2πi(α1λ1+...+αnλn)dα1 . . . dαn.
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Замечание. Имеют место следующие утверждения:
а)

Jk,n(P ;λ1, . . . , λn) 6 Jk,n(P ; 0, . . . , 0) = Jk,n(P );

б) ∑
λ1,...,λn

Jk,n(P ;λ1, . . . , λn) = P 2k;

в)

Jk,n(P ) > (2k)−nP 2k−n(n+1)
2 ;

г) при k > n
Jk,n(P ) 6 n!P 2k−n.

Доказательства этих несложных утверждений оставляем читателю. В
пункте г) следует использовать свойства симметрических многочленов.

Согласно пункту в) замечания для величины Jk,n(P ) имеет место
следующая оценка снизу

Jk,n(P ) > (2k)−nP 2k−n(n+1)
2 .

Таким образом, теорема о среднем дает правильный порядок Jk,n(P )
при k ≫ n2 lnn. С другой стороны, поскольку Jk,n(P ) > P k, получить
верхнюю оценку такого порядка при k < n(n+ 1)/2 нельзя.

Докажем вначале вспомогательное утверждение.

Лемма. Пусть n > 2, H = (2n)4, P > (2n)4n, R — минималь-
ное целое число с условием R > P/H, v1, . . . , vn — целые с условиями
Xi < vi 6 Yi = Xi + R, причем Yi + R 6 Xi+1, −RH 6 X1, Yn 6 RH.
Пусть Vi = vi1+ . . .+vin, E — число пар наборов v1, . . . , vn и v′1, . . . , v

′
n

таких, что разности Vi − V ′
i лежат в некоторых промежутках с

длинами P i(1−1/n), i = 1, . . . , n. Тогда имеет место оценка

E 6 80H
n(n−3)

2 P
3n−1

2 .

В доказательстве решающую роль играет то обстоятельство, что
значения vi отделены друг от друга.

Доказательство. Пусть E1 — количество наборов v1, . . . , vn таких,
что величины Vi лежат в некоторых промежутках с длинами P i−1, i =
= 1, . . . , n. Оценим вначале E1. Пусть s — целое с условием 1 < s 6 n.
Пусть vs+1, . . . , vn заданы. Тогда vi1 + . . .+ vis, i = 1, . . . , s, тоже лежат
в некоторых промежутках с длинами P i−1.
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Пусть η1, . . . , ηs и η1 + ξ1, . . . , ηs + ξs — два таких набора, причем
ηs минимально, то есть ξs > 0. Мы получим верхнюю оценку для ξs,
считая ξs > 0. Записывая условия попадания в промежутки, имеем

(η1 + ξ1)
i − ηi1

iξ1
ξ1 + . . .+

(ηs + ξs)
i − ηis

iξs
ξs =

θi−1

i
P i−1

при i = 1, . . . , s, |θi−1| 6 1. Если какое-то из ξk равно нулю, заменим
коэффициент при нем величиной ηi−1

k "по непрерывности". Аналогич-
ные замены предполагаются далее по умолчанию. Вводя обозначения

∆ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

(η1+ξ1)−η1

ξ1
. . .

(ηj+ξj)−ηj

ξj
. . . (ηs+ξs)−ηs

ξs

. . . . . . . . . . . . . . .
(η1+ξ1)

i−ηi
1

iξ1
. . .

(ηj+ξj)
i−ηi

j

iξj
. . .

(ηs+ξs)
i−ηi

s

iξs

. . . . . . . . . . . . . . .
(η1+ξ1)

s−ηs
1

sξ1
. . .

(ηj+ξj)
s−ηs

j

sξj
. . .

(ηs+ξs)
s−ηs

s

sξs

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
и

∆′ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

(η1+ξ1)−η1

ξ1
. . .

(ηj+ξj)−ηj

ξj
. . . θ0

. . . . . . . . . . . . . . .
(η1+ξ1)

i−ηi
1

iξ1
. . .

(ηj+ξj)
i−ηi

j

iξj
. . . θi−1

i P i−1

. . . . . . . . . . . . . . .
(η1+ξ1)

s−ηs
1

sξ1
. . .

(ηj+ξj)
s−ηs

j

sξj
. . . θs−1

s P s−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
,

заметим, что последний столбец определителя ∆′ есть умноженный
на ξs последний столбец определителя ∆, к которому прибавлена ли-
нейная комбинация первых s− 1 столбцов, следовательно

∆ξs −∆′ = 0.

Разложим оба определителя в этом равенстве по элементам первого
столбца и, рассматривая результат как разность значений некоторой
функции от v1 при v1 = η1 + ξ1 и v1 = η1, применим формулу конеч-
ных приращений Лагранжа, а затем опять запишем результат в виде
определителей. Проведя такое преобразование с первыми s− 1 столб-
цами и затем с последним столбцом, но только для первого определи-
теля (в случае ξk = 0 преобразование проводить не нужно), получим

∆sξs −∆′
s = 0,
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где

∆s =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 . . . 1 . . . 1
. . . . . . . . . . . . . . .

xi−1
1 . . . xi−1

j . . . xi−1
s

. . . . . . . . . . . . . . .
xs−1
1 . . . xs−1

j . . . xs−1
s

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
,

а

∆′
s =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 . . . 1 . . . θ0
. . . . . . . . . . . . . . .

xi−1
1 . . . xi−1

j . . . θi−1

i P i−1

. . . . . . . . . . . . . . .

xs−1
1 . . . xs−1

j . . . θs−1

s P s−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
,

причем Xi < xi 6 Yi.
Разлагая определитель ∆s по элементам последнего столбца, най-

дем

∆s =

s−1∑
r=0

Urx
r
s.

Это многочлен степени s− 1 относительно xs со старшим коэффици-
ентом ∆s−1, корни которого суть x1, . . . , xs−1, следовательно

∆s = ∆s−1(xs − x1) . . . (xs − xs−1).

Величина Ur — коэффициент этого многочлена при xr
s, поэтому

Ur = ∆s−1

∑
16i1<...<is−1−r6s−1

(−xi1) . . . (−xis−1−r ),

откуда, пользуясь тем, что модули xi не превосходят RH, получим

|Ur| 6 |∆s−1|Cr
s−1R

s−1−rHs−1−r.

С другой стороны, разлагая по элементам последнего столбца опре-
делитель ∆′

s, найдем

∆′
s =

s−1∑
r=0

θr
r + 1

P rUr.
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Собирая вместе полученные соотношения, имеем для ξs оценку

ξs =
∆′

s

∆s
6 Rs−1Hs−1

(xs − x1) . . . (xs − xs−1)

s−1∑
r=0

Cr
s−1

r + 1
.

Но числа xi отделены друг от друга, точнее xs − xk > R(2s− 2k − 1)
при k = 1, . . . , s− 1, поэтому

ξs 6
Hs−1

s(2s− 3)!!

s−1∑
r=0

Cr+1
s 6 (2s+1 − 2)Hs−1

(2s− 1)!!
,

где, как обычно, (2s − 1)!! = 3 · 5 · . . . · (2s − 1). Пользуясь тем, что
2Hs−1 = 2(2n)4s−4 > (2s− 1)!!, можно переписать эту оценку в виде

ξs 6
4Hs−1(

2− 1
2

)
. . .
(
s− 1

2

) − 1 6 4es−1s−sHs−1 − 1,

ибо в силу вогнутости логарифма справедливо неравенство

ln

(
2− 1

2

)
+ . . .+ ln

(
s− 1

2

)
>
∫ s

1

lnxdx = s ln s− s+ 1.

Таким образом, vs при s > 2 имеет не более 4es−1s−sHs−1 различных
значений, если vs+1, . . . , vn фиксированы. Но v1 при фиксированных
v2, . . . , vn лежит в промежутке длины 1, имея не более двух различных
значений. Отсюда для величины E1 находим оценку

E1 6 2

n∏
s=2

4es−1s−sHs−1 6 8H
n(n−1)

2 ,

так как при s > 4 имеем 4es−1s−s 6 1.
Теперь перейдем к оценке величины E. Число наборов v1, . . . , vn

не превосходит Rn. Для каждого такого набора величины V ′
i должны

лежать в некоторых промежутках с длинами P i(1−1/n). Разобьем их
на промежутки длины P i−1, быть может, предварительно чуть рас-
ширив; при i = n, очевидно, разбивать не требуется. Количество по-
лучившихся в результате систем промежутков не превзойдет

n−1∏
i=1

(
1 +

P i(1− 1
n )

P i−1

)
= P

n−1
2

n−1∏
i=1

(
1 + P

i
n−1

)
6 P

n−1
2

(
1 +

1

n

)n

6 eP
n−1
2 ,



6

ибо P > (2n)4n. Далее, так как R 6 P/H + 1, имеем

Rn 6 Pn

Hn

(
1 +

H

P

)n

6 Pn

Hn

(
1 +

1

n

)n

6 ePn

Hn
.

Собирая вместе полученные оценки, приходим к неравенству

E 6 Rn · eP
n−1
2 · E1 6 8e2P

3n−1
2 H

n(n−3)
2 ,

что и требовалось.

Доказательство теоремы. Не теряя общности, можно считать P
натуральным. При n = 1, как и при τ = 1, утверждение теоремы вы-
текает из пункта г) замечания. Далее, достаточно доказать искомую
оценку при k = nτ . Действительно, если k = nτ+m с положительным
m, то

Jk,n(P ) 6 P 2mJnτ,n(P ) 6 DτP
2mP 2nτ−∆(τ) = DτP

2k−∆(τ).

Наконец, утверждение теоремы тривиально при P 6 D
1/∆(τ)
τ , ибо

Jk,n(P ) 6 P 2k 6 DτP
−∆(τ)P 2k.

Итак, достаточно доказать теорему при n, τ > 2, k = nτ , P > D
1/∆(τ)
τ .

Нам понадобятся верхние оценки для ∆(τ). С одной стороны, от-
брасывая вычитаемое, имеем

∆(τ) 6 n(n+ 1)

2
,

с другой стороны, пользуясь тем, что (1− 1/n)τ > 1− τ/n, найдем

∆(τ) 6 τ(n+ 1)

2
6 nτ.

Из полученных оценок вытекает, что D
1/∆(τ)
τ > max((2n)8n, (2n)8τ ) и

что 2k −∆(τ) > k.
Проведем доказательство индукцией по τ и P . Точнее, предполагая

справедливость утверждения теоремы при τ 6 m, P 6 Q и τ 6 m+ 1,
P < Q, докажем его при τ = m+ 1, P = Q. Положим k = n(m+ 1),
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H = (2n)4, R — минимальное целое с условием R > Q/H. Нетрудно
видеть, что

Jk,n(Q) 6 Jk,n(RH)

как число решений соответствующей системы уравнений. Оценим ве-
личину Jk,n(RH). Вводя обозначение f(x) = α1x+ . . .+ αnx

n, имеем

S =
RH∑
x=1

e2πif(x) =
H−1∑
y=0

R∑
z=1

e2πif(z+Ry) =
H−1∑
y=0

S(y),

откуда, возводя в k-ую степень, получаем

Sk =

H−1∑
y1=0

. . .

H−1∑
yk=0

S(y1) . . . S(yk).

Назовем набор y1, . . . , yk правильным, если среди y1, . . . , yk есть n чи-
сел, модуль разности любых двух из которых больше единицы. Все
остальные наборы назовем неправильными, для них среди любых n
чисел найдутся два, модуль разности которых не превосходит едини-
цы. Тогда Sk = W1 +W2, где W1 — сумма S(y1) . . . S(yk) по правиль-
ным наборам y1, . . . , yk, а W2 — по неправильным. В силу неравенства
Коши

Jk,n(RH) 6 2J1 + 2J2,

где введено обозначение

J1 =

∫ 1

0

. . .

∫ 1

0

|W1|2dα1 . . . dαn

и аналогичное для интеграла J2.
Оценим интеграл J1. Согласно неравенству Коши имеем

J1 6 H2k

∫ 1

0

. . .

∫ 1

0

|S(y1) . . . S(yk)|2dα1 . . . dαn,

где y1, . . . , yk таковы, что интеграл принимает максимальное значе-
ние. Поскольку набор y1, . . . , yk правилен, не ограничивая общности,
можно считать, что y1 < y2 < . . . < yn, yl+1 − yl > 1, l = 1, . . . , n − 1.
При l > n разобьем каждую сумму S(yl) на не более t = [Q−1+1/n] + 1
сумм длины не большей Q1−1/n, что приводит нас к оценке

J1 6 H2kt2(k−n)

∫ 1

0

. . .

∫ 1

0

|S(y1) . . . S(yn)S′(yn+1) . . . S
′(yk)|2dα1 . . . dαn,
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где S′(yl) — одна из сумм, полученных разбиением S(yl), причем в
правой части неравенства стоят суммы, дающие максимальное значе-
ние интеграла. Пользуясь неравенством между средним арифметиче-
ским и средним геометрическим, находим

|S′(yn+1) . . . S
′(yk)|2 6 1

k − n

(
|S′(yn+1)|2(k−n) + . . .+ |S′(yk)|2(k−n)

)
,

откуда, вновь выбирая сумму, дающую максимальное значение инте-
грала, получаем для J1 оценку

J1 6 H2kt2(k−n)

∫ 1

0

. . .

∫ 1

0

|S(y1) . . . S(yn)|2|S′(y)|2(k−n)dα1 . . . dαn.

Интеграл в последнем равенстве не превосходит числа решений J
системы уравнений

(z1 +Ry1)
l + . . .− (z2n +Ry2n)

l =

= (z2n+1 + a)l + . . .− (z2k + a)l, l = 1, . . . , n,

в натуральных z1, . . . , z2n 6 R, z2n+1, . . . , z2k 6 Q1−1/n. Действитель-
но, расширяя интервал изменения переменных в случае неполной сум-
мы S′, мы только увеличиваем число решений. Здесь y1, . . . , yn, a обо-
значают фиксированные целые числа с условиями 0 6 y1 < . . . < yn 6
6 H − 1, yl+1 − yl > 1, l = 1, . . . , n− 1, 0 6 a 6 RH. Далее, раскрывая
скобки мы видим, что (x1 +A)l + . . .− (x2k +A)l = 0, l = 1, . . . , n, при
любом A, если только xl

1 + . . .− xl
2k = 0, l = 1, . . . , n. Следовательно,

наша система эквивалентна системе

(z1 +Ry1 − a)l + . . .− (z2n +Ry2n − a)l =

= zl2n+1 + . . .− zl2k, l = 1, . . . , n,

с теми же условиями на неизвестные. Пусть λ1, . . . , λn — целые числа,
J ′(λ1, . . . , λn) — число решений системы уравнений

(z1 +Ry1 − a)l + . . .− (z2n +Ry2n − a)l = λl, l = 1, . . . , n,

а J ′′(λ1, . . . , λn) — число решений системы уравнений

zl2n+1 + . . .− zl2k = λl, l = 1, . . . , n,
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с теми же условиями на неизвестные, что и прежде. Тогда для вели-
чины J справедливо представление

J =
∑

λ1,...,λn

J ′(λ1, . . . , λn)J
′′(λ1, . . . , λn).

Пользуясь результатом пункта а) замечания и предположением
индукции, имеем

J ′′(λ1, . . . , λn) 6 Jk−n,n(Q
1− 1

n ) 6 DmQ(1− 1
n )(2k−2n−∆(m)).

С другой стороны, сумма величин J ′(λ1, . . . , λn) по всем возможным
значениям λ1, . . . , λn в силу условий на переменные z2n+1, . . . , z2k не
превосходит числа решений системы неравенств

|(z1 +Ry1 − a)l + . . .− (z2n +Ry2n − a)l| 6 kQl(1− 1
n ), l = 1, . . . , n,

в натуральных z1, . . . , z2n 6 R. Для того, чтобы воспользоваться лем-
мой, следует при каждом l разбить промежуток изменения величи-
ны, стоящей под знаком модуля, на 2k промежутков длины Ql(1−1/n).
Применяя лемму для каждой из (2k)n комбинаций получившихся про-
межутков, найдем∑

λ1,...,λn

J ′(λ1, . . . , λn) 6 (2k)n80H
n(n−3)

2 Q
3n−1

2 .

Отметим, что именно в этом месте мы пользуемся правильностью на-
бора y1, . . . , yk.

Собирая вместе все полученные неравенства, для интеграла J1 на-
ходим оценку

J1 6 80(2k)nDmt2(k−n)H2k+
n(n−3)

2 Q
3n−1

2 +(1− 1
n )(2k−2n−∆(m)).

Вспоминая определение параметра t, имеем

t2(k−n) 6 (RQ−1+ 1
n + 1)2(k−n)6 Q

2(k−n)
n H−2(k−n)(1 + 2HQ− 1

n )2(k−n),

ибо R 6 Q/H+1. Далее, пользуясь нижней оценкой величины Q, при
m 6 n получим

HQ− 1
n 6 (2n)−4 6 1

4mn
,
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а при m > n аналогично найдем

HQ− 1
n 6 (2n)4−8m

n 6 n−3m
n

4n
6 1

4mn
,

причем последнее неравенство вытекает из того, что функция lnn/n
убывает при n > e, при n = 2 оно проверяется непосредственно. Под-
ставляя полученную оценку в неравенство для величины t2(k−n) и за-
тем в оценку J1, а также используя явное выражение для величины
∆(m), имеем

J1 6 80e(2k)nDmH
n(n+1)

2 Q2k−∆(m+1).

Наконец, поскольку knDm 6 H−n(n+1)Dm+1, в чем легко убедиться,
пользуясь явным выражением для коэффициента Dm, получаем для
интеграла J1 оценку

J1 6 1

4
Dm+1Q

2k−∆(m+1).

Оценим интеграл J2. Пусть y1, . . . , yk — произвольный неправиль-
ный набор. Построим последовательность чисел n1 = min(y1, . . . , yk),
n2 = minyi>n1+2(y1, . . . , yk), вообще nj = minyi>nj−1+2(y1, . . . , yk). По-
лучаем 0 6 n1 < n2 < . . . < nl, nj − nj−1 > 1, где l 6 n − 1, иначе
набор был бы правильным. Пусть nj = nl при l < j 6 n − 1. Таким
образом, каждому неправильному набору мы поставили в соответ-
ствие некоторый набор n − 1 чисел из 0, . . . , H − 1. Каждое число yi
исходного неправильного набора либо равно одному из чисел нового
набора, либо на единицу превосходит его. Следовательно, количество
неправильных наборов, отвечающих данному набору n − 1 чисел из
0, . . . ,H − 1, не больше (2n − 2)k, а общее количество неправильных
наборов не превосходит величины B = Hn−1(2n − 2)k 6 (2n)4n−4+k.
Согласно неравенству Коши имеем

J2 6 B2

∫ 1

0

. . .

∫ 1

0

|S(y1) . . . S(yk)|2dα1 . . . dαn,

где y1, . . . , yk — набор, при котором интеграл принимает максималь-
ное значение. Пользуясь неравенством между средним арифметиче-
ским и средним геометрическим и как всегда выбирая сумму, дающую
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максимальное значение интеграла, найдем

J2 6 B2

∫ 1

0

. . .

∫ 1

0

|S(y)|2kdα1 . . . dαn.

Полученный интеграл равен числу решений системы уравнений

(z1 +Ry)l + . . .− (z2k +Ry)l = 0, l = 1, . . . , n,

в натуральных z1, . . . , z2k 6 R, которая, как мы знаем, равносильна
системе уравнений

zl1 + . . .− zl2k = 0, l = 1, . . . , n,

с теми же условиями на неизвестные. Число решений последней си-
стемы есть в точности Jk,n(R), поэтому, пользуясь предположением
индукции, получим для интеграла J2 оценку

J2 6 B2Jk,n(R) 6 B2Dm+1R
2k−∆(m+1).

Учитывая, что R 6 Q/H + 1, и что в силу приведенной выше оценки
величины HQ−1/n имеем

(1 +HQ−1)2k−∆(m+1) 6 (1 +HQ− 1
n )4mn 6 e,

а также вспоминая определения параметров B и H, приходим к не-
равенству

J2 6 e(2n)8n−8−6k+4∆(m+1)Dm+1Q
2k−∆(m+1).

Наконец, пользуясь оценкой сверху для величины ∆(m+ 1), находим

6k − 4∆(m+ 1) > 6n(m+ 1)− (2n+ 2)(m+ 1) > 8n− 4,

откуда немедленно получаем для интеграла J2 оценку

J2 6 1

4
Dm+1Q

2k−∆(m+1),

что и требовалось.


