
Ïóñòü B íåêîòîðîå ìíîæåñòâî. ×åðåç P+B îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî

âñåõ íåïóñòûõ ïîäìíîæåñòâ B.
Ôóíêöèþ c : P+B → B íàçîâ¼ì ôóíêöèåé âûáîðà äëÿ B, åñëè
c(X) ∈ X äëÿ ëþáîãî X ∈ P+B
Àêñèîìà âûáîðà óòâåðæäàåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà åñòü ôóíêöèÿ

âûáîðà. Äîêàæåì, ÷òî èç àêñèîìû âûáîðà ñëåäóåò çàêîí èñêëþ÷¼ííîãî

òðåòüåãî (â èíòóèöèîíèñòñêîé òåîðèè ìíîæåñòâ). Ïóñòü äàíà íåêîòîðàÿ

ôîðìóëà ϕ, äîêàæåì ϕ ∨ ¬ϕ
Âîçüì¼ì ìíîæåñòâî B = {0, 1} = {x | x = 0 ∨ x = 1}
Âîçüì¼ì äâà åãî ïîäìíîæåñòâà

B0 = {x | x = 0 ∨ (x = 1 ∧ ϕ)}
B1 = {x | (x = 0 ∧ ϕ) ∨ x = 1}
Åñëè äëÿ ìíîæåñòâà B åñòü ôóíêöèÿ âûáîðà, ïðèìåíèì å¼ ê B0 è B1.

Åñëè ðåçóëüòàòû ðàâíû

c(B0) = c(B1) òî âåðíà ϕ. Â ñàìîì äåëå, åñëè

c(B0) = c(B1) = 0
òî ìíîæåñòâî B1 ñîäåðæèò 0, èç ÷åãî ñëåäóåò ϕ. Åñëè æå

c(B0) = c(B1) = 1
òî ìíîæåñòâî B0 ñîäåðæèò 1, èç ÷åãî ñëåäóåò ϕ.
Åñëè æå

c(B0) ̸= c(B1) òî ¬ϕ. Â ñàìîì äåëå, åñëè ϕ âåðíà, òî

B0 = B1 = {0, 1} è ïîýòîìó äîëæíî áûòü c(B0) = c(B1).

Ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâîB íàçûâàåòñÿ âïîëíå óïîðÿäî÷åííûì,

åñëè â êàæäîì åãî íåïóñòîì ïîäìíîæåñòâå åñòü íàèìåíüøèé ýëåìåíò.

Íà ñàìîì äåëå ëèíåéíîñòü, à òàêæå ðåôëåêñèâíîñòü è òðàíçèòèâíîñòü

ïîðÿäêà ñëåäóþò èç íàëè÷èÿ íàèìåíüøèõ ýëåìåíòîâ. Ðåôëåêñèâíîñòü

x ⩽ x ñëåäóåò èç íàëè÷èÿ íàèìåíüøåãî ýëåìåíòà âî ìíîæåñòâå {x}.
Ëèíåéíîñòü x ⩽ y ∨ y ⩽ x ñëåäóåò èç íàëè÷èÿ íàèìåíüøåãî ýëåìåíòà

âî ìíîæåñòâå {x, y}. Òðàíçèòèâíîñòü ñëåäóåò èç íàëè÷èÿ íàèìåíüøåãî

ýëåìåíòà âî ìíîæåñòâå {x, y, z} (óïðàæíåíèå). Òàêèì îáðàçîì, íóæíà

òîëüêî àíòèñèììåòðè÷íîñòü x ⩽ y∧y ⩽ x ⇒ x = y è ïðèíöèï íàèìåíüøåãî
ýëåìåíòà.

ßñíî, ÷òî äëÿ âïîëíå óïîðÿäî÷åííîãî ìíîæåñòâà åñòü ôóíêöèÿ âûáîðà.

Öåðìåëî äîêàçàë îáðàòíîå - åñëè äëÿ ìíîæåñòâà åñòü ôóíêöèÿ âûáîðà,

òî åãî ìîæíî âïîëíå óïîðÿäî÷èòü. Èíòåðåñíî, ÷òî âïîëíå óïîðÿäî÷èâàåìîñòü

ìíîæåñòâà ðàâíîñèëüíà íàëè÷èþ ôóíêöèè âûáîðà ñ äîïîëíèòåëüíûì

ñâîéñòâîì

c(B1 ∪B2) = c{c(B1), c(B2)}
Òîãäà ìîæíî îïðåäåëèòü x ⩽ y êàê x = c{x, y} è äîêàçàòü, ÷òî ïîëó÷àåòñÿ
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ëèíåéíûé ïîðÿäîê è c(B1) ⩽ y äëÿ ëþáîãî y ∈ B1 (óïðàæíåíèå).

Âåðí¼ìñÿ ê òåîðåìå Öåðìåëî. Åñòü ãëîáàëüíûé å¼ âàðèàíò "åñëè äëÿ

êàæäîãî ìíîæåñòâà åñòü ôóíêöèÿ âûáîðà, òî êàæäîå ìíîæåñòâî ìîæíî

âïîëíå óïîðÿäî÷èòü". Â òàêîé ôîðìå åãî ìîæíî äîêàçàòü è â èíòóèöèîíèñòñêîé

òåîðèè ìíîæåñòâ, ïîñêîëüêó èç àêñèîìû âûáîðà ñëåäóåò çàêîí èñêëþ÷¼ííîãî

òðåòüåãî è ïðîõîäèò êëàññè÷åñêîå äîêàçàòåëüñòâî. Íî åñòü ëîêàëüíûé

âàðèàíò "åñëè äëÿ íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà B åñòü ôóíêöèÿ âûáîðà, òî

ýòî ìíîæåñòâî B ìîæíî âïîëíå óïîðÿäî÷èòü". Â ýòîì ñëó÷àå ó íàñ,

âîîáùå ãîâîðÿ, íåò ôóíêöèè âûáîðà äëÿ {0, 1} è ìû íå ìîæåì äîêàçàòü

çàêîí èñêëþ÷¼ííîãî òðåòüåãî. Çàìåòèì, ÷òî åñëè âî ìíîæåñòâå B åñòü

äâà ðàçíûõ ýëåìåíòà (îáîçíà÷èì èõ 0 è 1), ìû ìîæåì âçÿòü ìíîæåñòâî

{x ∈ B | x = 0 ∨ x = 1} è äîêàçàòü çàêîí èñêëþ÷¼ííîãî òðåòüåãî.

Ïîýòîìó âñå ïðîáëåìû ñâÿçàíû ñ ìíîæåñòâàìè, â êîòîðûõ íåò äâóõ

ðàçíûõ ýëåìåíòîâ. Êëàññè÷åñêè èç ¬∃x, y ∈ B (x ̸= y) ñëåäóåò
∀x, y ∈ B (x = y). Òàêîå ìíîæåñòâî îäíîýëåìåíòíî èëè ïóñòî è âïîëíå

óïîðÿäî÷åíî îòíîøåíèåì ðàâåíñòâà. Íî â èíòóèöèîíèñòñêîì ñëó÷àå

ìû ìîæåì âûâåñòè òîëüêî ∀x, y ∈ B (¬¬x = y). Ìíîæåñòâà ñ òàêèì

ñâîéñòâîì ìîãóò áûòü î÷åíü õèòðî óñòðîåíû (âîò ïðîñòàÿ ìîäåëü Êðèïêå

ñ äâóìÿ ìîìåíòàìè âðåìåíè)

a2a1

b

α

β

Çàìåòèì òàêæå, ÷òî âïîëíå óïîðÿäî÷èâàåìîñòü ñ èíòóèöèîíèñòñêîé òî÷êè

çðåíèÿ ñâîéñòâî î÷åíü ñèëüíîå. Íàïðèìåð, íàòóðàëüíûé ðÿä èì íå

îáëàäàåò (â èíòóèöèîíèñòñêîé òåîðèè ìíîæåñòâ íåëüçÿ äîêàçàòü, ÷òî â

êàæäîì íåïóñòîì ìíîæåñòâå íàòóðàëüíûõ ÷èñåë åñòü íàèìåíüøèé ýëåìåíò).

Èäåÿ êëàññè÷åñêîãî äîêàçàòåëüñòâà òàêîâà. Ïóñòü ìíîæåñòâîB íåïóñòî

(åñëè ïóñòî, òî îíî óæå âïîëíå óïîðÿäî÷åíî). Ïðèìåíèì ê íåìó ôóíêöèþ

âûáîðà

b0 = c(B) è ýòî áóäåò íàèìåíüøèé ýëåìåíò. Âûáðîñèì åãî

B′ = B − {b0}
Åñëè B′ íå ïóñòî, ïðèìåíèì ôóíêöèþ âûáîðà ñíîâà
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b1 = c(B′) è ýòî áóäåò ñëåäóþùèé ýëåìåíò. Âûáðîñèì åãî

B′′ = B′ − {b1} = B − {b0, b1}
è òàê äàëåå âûáèðàåì ýëåìåíò çà ýëåìåíòîì, ïîêà îíè íå êîí÷àòñÿ. Åñëè

âûáðàëè óæå áåñêîíå÷íî ìíîãî ýëåìåíòîâ b0, b1, b2 . . ., âûáðîñèì èõ âñå

Bω = B − {b0, b1, b2 . . .} = B ∩ B′ ∩ B′′ ∩ . . . è ïðîäîëæàåì ïðèìåíÿòü

ôóíêöèþ âûáîðà

bω = c(Bω)
ïîêà âñå ýëåìåíòû íå êîí÷àòñÿ. Çàìåòèì, ÷òî îòíîñèòåëüíî ïîëó÷åííîãî

ïîðÿäêà b0 < b1 < b2 < . . . < bω < . . . ìíîæåñòâà B,B′, B′′, . . . Bω . . .
ÿâëÿþòñÿ âåðõíèìè ñåãìåíòàìè

B = {b0, b1, b2, . . . bω . . .}
B′ = {b1, b2, . . . bω . . .}
B′′ = {b2, . . . bω . . .}
è ò.ä., òî åñòü êàæäîå èç íèõ âìåñòå ñ ëþáûì ñâîèì ýëåìåíòîì ñîäåðæèò

âñå áîëüøèå åãî.

Ôîðìàëèçóåì ýòî äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü M ⊆ PB åñòü íàèìåíüøåå

ñåìåéñòâî ïîäìíîæåñòâ B ñî ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè

(a) B ∈ M
(b) åñëè X ∈ M è X íå ïóñòî, òî X ′ ∈ M , ãäå

X ′ = X − {c(X)} = {x ∈ X | x ̸= c(X)}
(c) åñëè N ⊆ M è N íå ïóñòî, òî ∩N ∈ M
Óñëîâèå (b) ìû ñðàçó ïåðåïèøåì òàê, ÷òîáû îíî ãîäèëîñü è äëÿ ïóñòûõ

ïîäìíîæåñòâ (èíà÷å áóäóò òðóäíîñòè ïðè èíòóèöèîíèñòñêîì äîêàçàòåëüñòâå,

ïîòîìó ÷òî íåëüçÿ ýôôåêòèâíî ïðîâåðèòü, ïóñòî íåêîòîðîå ìíîæåñòâî

èëè íåò). Ïî ôóíêöèè âûáîðà

c : P+B → B
îïðåäåëèì ôóíêöèþ

ĉ : PB → PB
ĉ(X) = {x ∈ X | x = c(X)}
ýòî ìíîæåñòâî ñîñòîèò èç îäíîãî ýëåìåíòà {c(X)} åñëè X íå ïóñòî è

ðàâíî ∅ â ïðîòèâíîì ñëó÷àå. Ïåðåïèøåì óñëîâèå (b) òàê

(b) åñëè X ∈ M , òî X ′ ∈ M , ãäå

X ′ = {x ∈ X | x /∈ ĉ(X)}

Ïîñêîëüêó M îïðåäåëÿåòñÿ êàê íàèìåíüøåå ñåìåéñòâî, ïîðîæä¼ííîå

íåêîòîðûìè îïåðàöèÿìè, äëÿ íåãî âåðåí ñîîòâåòñòâóþùèé ïðèíöèï èíäóêöèè.

À èìåííî, åñëè L ⊆ PM îáëàäàåò òåìè æå ñâîéñòâàìè çàìêíóòîñòè

(a) B ∈ L
(b) åñëè X ∈ L, òî X ′ ∈ L, ãäå X ′ = {x ∈ X | x /∈ ĉ(X)}
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(c) åñëè N ⊆ L è N íå ïóñòî, òî ∩N ∈ L
òî M ⊆ L.
Òåïåðü ìû äîêàæåì íåêîòîðûé ïðèíöèï èíäóêöèè, íà ïåðâûé âçãëÿä

áîëåå ñèëüíûé (íà ñàìîì äåëå íåò), êîòîðûé ToddWilson íàçûâàåò "èíäóêöèåé

Ñìàëüÿíà". Ïóñòü äàíî îòíîøåíèå R ⊆ M ×M c òàêèìè ñâîéñòâàìè

(a) R(X,B) äëÿ âñåõ X ∈ M
(b) åñëè R(X,Y ) è R(Y,X), òî R(X,Y ′) äëÿ ëþáûõ X,Y ∈ M
(c) äëÿ âñÿêîãî X ∈ M è âñÿêîãî íåïóñòîãî ñåìåéñòâà N ⊆ M èç

∀Y ∈ N R(X,Y ) ñëåäóåò R(X,∩N)
òîãäà R = M ×M , òî åñòü âåðíî R(X,Y ) äëÿ ëþáûõ X,Y ∈ M .

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ïðåäïîëîæèì, ÷òî âåðíû ïîñûëêè (a),(b),(c) èíäóêöèè

Ñìàëüÿíà. Îáîçíà÷èì L ñåìåéñòâî òàêèõ Y ∈ M , ÷òî ∀X ∈ M R(X,Y ).
Äîêàæåì îáû÷íîé èíäóêöèåé, ÷òî M ⊆ L. Ïîñûëêè (a),(c) îáû÷íîé

èíäóêöèè íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóþò èç ïîñûëîê (a),(c) èíäóêöèè Ñìàëüÿíà,

êîòîðûå ìû ïðåäïîëîæèëè âåðíûìè. ×òîáû äîêàçàòü ïîñûëêó (b) îáû÷íîé

èíäóêöèè (åñëè Y ∈ L, òî Y ′ ∈ L), äîêàæåì ñíà÷àëà, ÷òî äëÿ âñÿêîãî

Y ∈ M èç ∀X ∈ M R(X,Y ) ñëåäóåò ∀X ∈ M R(Y,X)
Ìû ïðåäïîëîæèì, ÷òî ∀X ∈ M R(X,Y ) è X ∈ M è äîêàæåì R(Y,X)
ïðîñòîé èíäóêöèåé ïî X
(a) R(Y,B) â ñèëó ïåðâîé ïîñûëêè èíäóêöèè Ñìàëüÿíà

(b) åñëèR(Y,X) òîR(Y,X ′), ïîñêîëüêóR(X,Y ) òîæå âåðíî (ìû ïðåäïîëîæèëè

∀X ∈ M R(X,Y )) è ìîæíî èñïîëüçîâàòü âòîðóþ ïîñûëêó èíäóêöèè

Ñìàëüÿíà

(c) â ñèëó òðåòüåé ïîñûëêè èíäóêöèè Ñìàëüÿíà

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî èíäóêöèÿ Ñìàëüÿíà îáîñíîâàíà.

Òåïåðü ñ ïîìîùüþ èíäóêöèè Ñìàëüÿíà ìû äîêàæåì âàæíóþ ëåììó.

Ïóñòü X,Y ∈ M è X íå ïóñòî. Òîãäà èç c(X) ∈ Y ñëåäóåò X ⊆ Y .
Ñîäåðæàòåëüíî, ïîòîìó ÷òî ýëåìåíòû M � ýòî âåðõíèå ñåãìåíòû, à c(X)
� íàèìåíüøèé ýëåìåíò X (íî ìû ïîðÿäîê åù¼ íå îïðåäåëèëè). Äëÿ

X,Y ∈ M îïðåäåëèì îòíîøåíèå

R(X,Y ) := (X ∈ P+B ∧ c(X) ∈ Y ) ⇒ X ⊆ Y
è äîêàæåì äëÿ íåãî ïîñûëêè èíäóêöèè Ñìàëüÿíà

(a) R(X,B) åñòü (X ∈ P+B ∧ c(X) ∈ B) ⇒ X ⊆ B
è îíî âåðíî, ïîñêîëüêó X ⊆ B
(c) â êà÷åñòâå óïðàæíåíèÿ

(b) à âîò ýòî òðóäíî. Èç R(X,Y ) è R(Y,X) íàäî âûâåñòè R(X,Y ′),
êîòîðîå âûãëÿäèò òàê

(X ∈ P+B ∧ c(X) ∈ Y ′) ⇒ X ⊆ Y ′

Ïèøåì âûâîä â âèäå òàáëèöû (Ôèò÷à)
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1 (X ∈ P+B ∧ c(X) ∈ Y ) ⇒ X ⊆ Y ïîñûëêà R(X,Y )

2 (Y ∈ P+B ∧ c(Y ) ∈ X) ⇒ Y ⊆ X ïîñûëêà R(Y,X)

3 X ∈ P+B

4 c(X) ∈ Y ′

5 x ∈ X ãèïîòåçà, ñåé÷àñ äîêàæåì x ∈ Y ′

6 c(X) ∈ Y èç 4 ñ ó÷¼òîì Y ′ ⊆ Y

7 X ⊆ Y èç 1,3,6

8 x ∈ Y èç 5,7

9 x = c(Y ) íîâàÿ ãèïîòåçà, ñåé÷àñ ïðèâåä¼ì ê ïðîòèâîðå÷èþ

10 Y ∈ P+B èç 8 (èëè 6)

11 c(Y ) ∈ X èç 5,9

12 Y ⊆ X èç 2,10,11

13 X = Y èç 7,12

14 c(X) = c(Y ) èç 13

15 c(Y ) ∈ Y ′ èç 4,14 ïðîòèâîðå÷èå ñ Y ′ = Y − {c(Y )}

16 x ̸= c(Y ) 9-15

17 x ∈ Y ′ èç 8,16

18 X ⊆ Y ′ èç 5-17
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Ëåììà äîêàçàíà. Ñåé÷àñ åù¼ îäíà ëåììà è ìîæíî îïðåäåëÿòü ïîðÿäîê.

Îïðåäåëèì îïåðàöèþ íà ïîäìíîæåñòâàõ B
R : PB → PB
R(X) = ∩{Y ∈ M | X ⊆ Y }
(íå î÷åíü ðàçóìíî îïÿòü èñïîëüçîâàòü áóêâó R â ñîâåðøåííî íîâîì

ñìûñëå, íî ÿ ñîõðàíÿþ îáîçíà÷åíèÿ Òîääà Âèëñîíà).

Ñîäåðæàòåëüíî, R(X) åñòü ïåðåñå÷åíèå âñåõ âåðõíèõ ñåãìåíòîâ, ñîäåðæàùèõ
X (íàèìåíüøèé âåðõíèé ñåãìåíò, ñîäåðæàùèé X). Âèäèìî, î÷åâèäíî

(èëè ïîñòèãàåòñÿ ìèíóòíûì ðàçìûøëåíèåì), ÷òî X ⊆ R(X)
Òàêæå R(X) ∈ M êàê ïåðåñå÷åíèå íåïóñòîãî ñåìåéñòâà ýëåìåíòîâ M
(íåïóñòîå, ïîòîìó ÷òî ñîäåðæèò B). Äîêàæåì, ÷òî åñëè R(X) íå ïóñòî,
òî c(R(X)) ∈ X. Äîêàçûâàòü áóäåì îò ïðîòèâíîãî.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî R(X) íå ïóñòî è c(R(X)) /∈ X.

Òîãäà X ⊆ R(X)− {c(R(X))} òî åñòü X ⊆ R(X)′

ÏîñêîëüêóR(X)′ ∈ M è ïðè ýòîìR(X) ÿâëÿåòñÿ íàèìåíüøèì ýëåìåíòîì

M , ñîäåðæàùèì X â êà÷åñòâå ïîäìíîæåñòâà, ïîëó÷àåì

R(X) ⊆ R(X)′

Èç ýòîãî è c(R(X)) ∈ R(X) ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå

c(R(X)) ∈ R(X)′

Îò ïðîòèâíîãî çàêëþ÷àåì, ÷òî c(R(X)) ∈ X

Îïðåäåëÿåì ïîðÿäîê íà B
x ⩽ y ⇔ ∀Z ∈ M (x ∈ Z ⇒ y ∈ Z)

Äîêàæåì, ÷òî â êàæäîì íåïóñòîì ïîäìíîæåñòâå åñòü íàèìåíüøèé ýëåìåíò.

Ïóñòü X ∈ P+B. Äîêàæåì, ÷òî c(R(X)) ⩽ x äëÿ ëþáîãî x ∈ X.

Íàäî äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî x ∈ X
∀Z ∈ M (c(R(X)) ∈ Z ⇒ x ∈ Z)
Íî ó íàñ åñòü "âàæíàÿ ëåììà", ÷òî èç c(R(X)) ∈ Z ñëåäóåò R(X) ⊆ Z è

ïîýòîìó X ⊆ Z, ïîýòîìó x ∈ Z.

Íàêîíåö, äîêàæåì àíòèñèììåòðè÷íîñòü. Åñëè x ⩽ y è y ⩽ x òî

∀Z ∈ M(x ∈ Z ⇔ y ∈ Z)
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî x ̸= y (îò ïðîòèâíîãî). Âîçüì¼ì ìíîæåñòâî

Z = R({x, y}), ïðèìåíèì ê íåìó ôóíêöèþ âûáîðà

c(Z) ∈ {x, y} òî åñòü c(Z) ðàâåí x èëè y, äåëàåì ðàçáîð ñëó÷àåâ.

Åñëè c(Z) = x ̸= y òî y ∈ Z − {c(Z)}, òî åñòü y ∈ Z ′

Íî òîãäà è x ∈ Z ′, ïîñêîëüêó x ∈ Z ′ ⇔ y ∈ Z ′

Ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå, ïîñêîëüêó Z ′ = Z − {x}
Åñëè c(Z) = y ̸= x òî x ∈ Z − {c(Z)}, òî åñòü x ∈ Z ′
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Íî òîãäà è y ∈ Z ′, ïîñêîëüêó x ∈ Z ′ ⇔ y ∈ Z ′

Ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå, ïîñêîëüêó Z ′ = Z − {y}

Âñ¼, êëàññè÷åñêîå äîêàçàòåëüñòâî ëîêàëüíîé òåîðåìû Öåðìåëî çàêîí÷åíî.

Äâàæäû ìû ÷òî-òî äîêàçûâàëè îò ïðîòèâíîãî. Òåïåðü ìû âíåñ¼ì â

äîêàçàòåëüñòâî íåáîëüøèå èçìåíåíèÿ è îíî ñòàíåò ÷èñòî èíòóèöèîíèñòñêèì.

Âìåñòî îäíîé îïåðàöèè

X ′ = {x ∈ X | x ̸= c(X)}
ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñåìåéñòâî îïåðàöèé

Xθ = {x ∈ X | x = c(X) ⇒ θ}
äëÿ êàæäîãî çíà÷åíèÿ èñòèííîñòè θ. Çíà÷åíèÿ èñòèííîñòè ìîæíî ïîíèìàòü
êàê ýëåìåíòû ìíîæåñòâà P{∗} (ìíîæåñòâî ïîäìíîæåñòâ îäíîýëåìåíòíîãî
ìíîæåñòâà {∗}). Êàæäîìó ïîäìíîæåñòâó u ∈ P{∗} ñîîòâåòñòâóåò ôîðìóëà
∗ ∈ u è êàæäîé ôîðìóëå θ ñîîòâåòñòâóåò ïîäìíîæåñòâî {x | θ}, ýòè
îïåðàöèè âçàèìíî îáðàòíû (óïðàæíåíèå). Çàìåòèì, ÷òî

X ′ = X⊥ = {x ∈ X | x = c(X) ⇒ ⊥}
Îïÿòü æå, ÷òîáû íå äåëàòü ðàçíèöû ìåæäó ïóñòûìè è íåïóñòûìè ïîäìíîæåñòâàìè,

ìû áóäåì ïèñàòü

Xθ = {x ∈ X | x ∈ ĉ(X) ⇒ θ}
ÑåìåéñòâîM ⊆ PB îïðåäåëÿåì êàê íàèìåíüøåå ñåìåéñòâî ñî ñëåäóþùèìè

ñâîéñòâàìè çàìêíóòîñòè

(a) B ∈ M
(b) åñëè X ∈ M , òî Xθ ∈ M äëÿ ëþáîãî θ
(c) åñëè N ⊆ M è N íå ïóñòî, òî ∩N ∈ M
Âòîðàÿ ïîñûëêà èíäóêöèè Ñìàëüÿíà âûãëÿäèò òàê

(b) åñëè R(X,Y ) è R(Y,X), òî R(X,Y θ) äëÿ ëþáûõ X,Y ∈ M è ëþáîãî

θ
Äîêàçàòåëüñòâî "âàæíîé ëåììû" ïî÷òè íå ìåíÿåòñÿ (äîáàâëÿåòñÿ îäíà

ñòðî÷êà â êîíöå). Ìû âûâîäèì èç ïîñûëîê

(X ∈ P+B ∧ c(X) ∈ Y ) ⇒ X ⊆ Y
(Y ∈ P+B ∧ c(Y ) ∈ X) ⇒ Y ⊆ X
ñëåäñòâèå

(X ∈ P+B ∧ c(X) ∈ Y θ) ⇒ X ⊆ Y θ
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1 (X ∈ P+B ∧ c(X) ∈ Y ) ⇒ X ⊆ Y ïîñûëêà R(X,Y )

2 (Y ∈ P+B ∧ c(Y ) ∈ X) ⇒ Y ⊆ X ïîñûëêà R(Y,X)

3 X ∈ P+B

4 c(X) ∈ Y θ

5 x ∈ X ãèïîòåçà, ñåé÷àñ äîêàæåì x ∈ Y θ

6 c(X) ∈ Y èç 4 ñ ó÷¼òîì Y θ ⊆ Y

7 X ⊆ Y èç 1,3,6

8 x ∈ Y èç 5,7

9 x = c(Y ) íîâàÿ ãèïîòåçà, ñåé÷àñ âûâåäåì θ

10 Y ∈ P+B èç 8 (èëè 6)

11 c(Y ) ∈ X èç 5,9

12 Y ⊆ X èç 2,10,11

13 X = Y èç 7,12

14 c(X) = c(Y ) èç 13

15 c(Y ) ∈ Y θ èç 4,14

16 θ èç 15 ñ ó÷¼òîì Y θ = {y ∈ Y | y = c(Y ) ⇒ θ}

17 x = c(Y ) ⇒ θ 9-16

18 x ∈ Y θ èç 8,17

19 X ⊆ Y θ èç 5-18
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È òåïåðü äâà ìåñòà, êîòîðûå ìû äîêàçûâàëè îò ïðîòèâíîãî, ìû äîêàæåì

îò ïðèÿòíîãî. Íàïîìíþ, ÷òî îïåðàöèÿ R îïðåäåëÿëàñü òàê

R : PB → PB
R(X) = ∩{Y ∈ M | X ⊆ Y }
è ýòî íàèìåíüøèé ýëåìåíò M (âåðõíèé ñåãìåíò), ñîäåðæàùèé X.

Äîêàæåì, ÷òî åñëè R(X) íå ïóñòî, òî c(R(X)) ∈ X.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî R(X) íå ïóñòî. Âîçüì¼ì â êà÷åñòâå θ ôîðìóëó
c(R(X)) ∈ X, ìû õîòèì äîêàçàòü θ.
Íàïîìíèì, ÷òî R(X)θ = {x ∈ R(X) | x = c(R(X)) ⇒ θ}
Ïîñêîëüêó äëÿ ëþáîãî x ∈ X èç x = c(R(X)) ñëåäóåò θ, ìû èìååì

X ⊆ R(X)θ

ÏîñêîëüêóR(X)θ ∈ M è ïðè ýòîìR(X) ÿâëÿåòñÿ íàèìåíüøèì ýëåìåíòîì

M , ñîäåðæàùèì X â êà÷åñòâå ïîäìíîæåñòâà, ïîëó÷àåì

R(X) ⊆ R(X)θ

Èç ýòîãî è c(R(X)) ∈ R(X) ïîëó÷àåì c(R(X)) ∈ R(X)θ è èç ýòîãî θ.

Íàêîíåö, äîêàæåì àíòèñèììåòðè÷íîñòü. Åñëè x ⩽ y è y ⩽ x òî

∀Z ∈ M(x ∈ Z ⇔ y ∈ Z)
Âîçüì¼ì ìíîæåñòâî

Z = R({x, y}), ïðèìåíèì ê íåìó ôóíêöèþ âûáîðà

c(Z) ∈ {x, y}
Â êà÷åñòâå θ âîçüì¼ì ôîðìóëó x = y, ìû õîòèì äîêàçàòü θ.
c(Z) ðàâåí x èëè y, äåëàåì ðàçáîð ñëó÷àåâ.

Åñëè c(Z) = x òî y = c(Z) ⇒ θ, ïîýòîìó y ∈ {z ∈ Z | z = c(Z) ⇒ θ},
òî åñòü y ∈ Zθ

Íî òîãäà è x ∈ Zθ, ïîñêîëüêó x ∈ Zθ ⇔ y ∈ Zθ

Èç x ∈ Zθ ñëåäóåò θ, ïîñêîëüêó Zθ = {z ∈ Z | z = x ⇒ θ}
Åñëè c(Z) = y òî x = c(Z) ⇒ θ, ïîýòîìó x ∈ {z ∈ Z | z = c(Z) ⇒ θ},
òî åñòü x ∈ Zθ

Íî òîãäà è y ∈ Zθ, ïîñêîëüêó x ∈ Zθ ⇔ y ∈ Zθ

Èç y ∈ Zθ ñëåäóåò θ, ïîñêîëüêó Zθ = {z ∈ Z | z = y ⇒ θ}

Íàïîñëåäîê ïàðà ïðèìåðîâ ñ ìîäåëÿìè Êðèïêå. Âîçüì¼ì ïðîñòåéøóþ

øêàëó èç äâóõ ìîìåíòîâ âðåìåíè, îáúåêò íàòóðàëüíûõ ÷èñåë âûãëÿäèò

òàê
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10 2 3 . . .

0 1 2 3 . . .

Âîçüì¼ì â í¼ì òàêîé ïîäîáúåêò (ïîäìíîæåñòâî)

1

0 1

Îíî íå ïóñòî (â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè), íî â í¼ì íåò íàèìåíüøåãî

ýëåìåíòà. Íàèìåíüøèé (åäèíñòâåííûé) ýëåìåíò 1 â íèæíèé ìîìåíò

âðåìåíè ïåðåñòà¼ò áûòü íàèìåíüøèì â âåðõíèé. Èòîãî, ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ

÷èñåë íå âïîëíå óïîðÿäî÷åíî â ýòîé ìîäåëè Êðèïêå (÷òî íå óäèâèòåëüíî,

ïîòîìó ÷òî â í¼ì åñòü äâà ðàçíûõ ýëåìåíòà, à çàêîí èñêëþ÷¼ííîãî òðåòüåãî

äëÿ ýòîé øêàëû íå âåðåí). Âñå âïîëíå óïîðÿäî÷åííûå ìíîæåñòâà äëÿ

ýòîé øêàëû âûãëÿäÿò ïðèìåðíî òàê

10 2 3 . . .

0 1 2 3 . . .

Ñíèçó ìîæåò áûòü ëþáîå âïîëíå óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî è ñâåðõó

ëþáîå (íå îáÿçàòåëüíî òî æå ñàìîå), íî âñå ýëåìåíòû íèæíåãî ìíîæåñòâà

äîëæíû ïåðåõîäèòü â íàèìåíüøèé ýëåìåíò âåðõíåãî.
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