
274) Ïóñòü ýòî ïîëå èç pn ýëåìåíòîâ. Òîãäà åãî ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ãðóïïà - öèêëè÷åñêàÿ èç pn − 1 ýëåìåíòà è
èìååò d(pn − 1) ïîäãðóïï.
À ïîðîæäàþùèõ ýëåìåíòîâ îíà èìååò ϕ(pn − 1), îòêóäà ïîëó÷àåì óðàâíåíèå d(pn − 1) = ϕ(pn − 1).
Äîêàæåì, ÷òî ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ x ϕ(x) ≥ 2

√
x > d(x). Âòîðîå íåðàâåíñòâî î÷åâèäíî - âñå äåëèòåëè x

ðàçáèâàþòñÿ íà ïàðû, äàþùèå â ïðîèçâåäåíèè x è â êàæäîé ïàðå îäèí èç äåëèòåëåé íå ïðåâîñõîäèò
√
x.

Ïóñòü x = pk11 . . . pktt , òîãäà ϕ(x) = pk11 . . . pktt · (1− 1
p1
) . . . (1− 1

pt
).

1

Ìû õîòèì äîêàçàòü íåðàâåíñòâî ϕ(x) > 2
√
x èëè ϕ2(x)

x > 4. Çàïèøåì åãî.

pk11 . . . pktt · (1− 1
p1
)2 . . . (1− 1

pt
)2 > 4

Ðàññìîòðèì âûðàæåíèå pk(1− 1
p )

2 = pk−1 · p(1− 1
p )

2 = pk−1(p− 2 + 1
p2 ). Îòñþäà âèäíî, ÷òî

1) Ýòî âûðàæåíèå âñåãäà íå ìåíüøå 1
4 è ïðè p 6= 2 äàæå âñåãäà íå ìåíüøå åäèíèöû.

2) Îíî íå ìåíüøå pk−1 · 1 ïðè p 6= 2
3) Ïðè p ≥ 19 îíî âñåãäà õîòÿ áû 17.
4) Êðîìå òîãî, îíî âñåãäà õîòÿ áû 17 ïðè òàêèõ çíà÷åíèÿõ p è k
p = 3, k ≥ 4
p = 5, k ≥ 3
p = 7, 11, 13, 17, k ≥ 2
Èòàê, ÷òîáû ýòî íåðàâåíñòâî íå âûïîëíÿëîñü, íåëüçÿ áðàòü ïðîñòûå ÷èñëà, áîëüøèå 17 (äëÿ íèõ óêàçàííîå
âûðàæåíèå íå ìåíüøå 17, äëÿ äâîéêè - íå ìåíüøå ÷åòâåðòè, äëÿ ïðî÷èõ ïðîñòûõ - íå ìåíüøå åäèíèöû è ïðîèç-
âåäåíèå áóäåò áîëüøå 4), ÷èñëà 7, 11, 13, 17 ìîæíî áðàòü ìàêñèìóì â ïåðâîé ñòåïåíè, 5 ìàêñèìóì âî âòîðîé, 3
ìàêñèìóì â òðåòüåé. Íàêîíåö ïîñêîëüêó 24(1− 1

2 )
2 = 4, à äëÿ âñåõ ïðî÷èõ ïðîñòûõ ïîëó÷àþòñÿ âûðàæåíèÿ íå

ìåíüøå 1, òî è 2 ìîæíî áðàòü ìàêñèìóì â òðåòüåé ñòåïåíè.
Èòàê, ýòî âåðíî äëÿ âñåõ ÷èñåë, íà÷èíàÿ ñ 23 · 33 · 52 · 7 · 11 · 13 · 17.
Íà ñàìîì äåëå, êîíå÷íî æå, ýòà îöåíêà çàâûøåíà. Âñå ïîòåíöèàëüíî ïðîáëåìíûå ÷èñëà ÿâëÿþòñÿ äåëèòåëÿìè
äàííîãî, à ýòèõ äåëèòåëåé âñåãî 4 ·4 ·3 ·24 = 768, ïðè÷åì åñëè â ÷èñëî âõîäÿò îäíîâðåìåííî ìíîãî ìàêñèìàëüíûõ
ñòåïåíåé ïðîñòîãî, òî îíî òîæå íàâåðíÿêà íå ïîäõîäèò...
ß ðåøèë íå ìó÷èòüñÿ è ïåðåáðàë âñå äåëèòåëè ýòîãî ÷èñëà êîìïüþòåðíîé ïðîãðàììîé. Âîò ñïèñîê òåõ, äëÿ
êîòîðûõ ÷àñòíîå ðåàëüíî íå ïðåâîñõîäèò 4
1, 2, 3, 4, 5, 6, 8, 9, 10, 12, 14, 15, 18, 20, 22, 24, 26, 28, 30, 34, 36, 40, 42, 50, 54, 60, 66, 70, 72, 78, 84, 90, 120
Çíà÷èò òàêîå ÷èñëî íå äîëæíî ïðåâîñõîäèòü 120.
Ïåðåáèðàÿ ÷èñëà äî 120 íà ïðåäìåò òîãî, âåðíî ëè äëÿ íèõ d(n) = ϕ(n), ïîëó÷èì 1, 3, 8, 10, 18, 24, 30
Ïðèáàâèì ê íèì ïî åäèíèöå è âûáåðåì òîëüêî ñòåïåíè ïðîñòûõ
2, 4, 9, 11, 19, 25, 31
Óõ òû, îíè âñå - ñòåïåíè ïðîñòûõ!
Îòâåò - êîíå÷íûå ïîëÿ èç 2, 4, 9, 11, 19, 25, 31 ýëåìåíòîâ. Èõ ñåìü.


