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В каком диапазоне может изменяться каждый из углов треугольника
(α ≤ β ≤ γ), у которого центр окружности 9 точек принадлежит, по крайней
мере, одной из сторон?

Окружность девяти точек любого треугольника содержит середины сто-
рон, основания высот и середины отрезков, соединяющих вершины с ор-
тоцентром. Поскольку окружность полностью определяется тремя своими
точками, выберем три разные точки и будем с ними работать. В этой задаче
удобнее всего выбрать середины сторон.

Далее будем обозначать O — центр рассматриваемой окружности. Для
начала попытаемся выяснить, на какой стороне треугольника может ле-
жать O. Пусть ∆ABC — произвольный треугольник, через AM , BM , CM

обозначим середины сторон BC, AC и AB соответственно. Рассмотрим два
случая: когда O совпадает с какой-нибудь вершиной треугольника, и когда
не совпадает.

• Пусть O совпала с вершиной C (это общий случай, поскольку тре-
угольник произвольный). Тогда, поскольку расстояния от C до сере-
дин сторон совпадают, треугольник получается равнобедренный (см.
рисунок ниже). Треугольник ∆ACCM является прямоугольным, а от-
ношение катета CCM к гипотенузе AC равняется 1/2, отсюда ∠A =
∠B = 30◦, ∠C = 120◦.
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• Пусть O не совпала с вершиной, и лежит где-то на отрезке CBM (это
также общий случай). Тогда треугольник будет являться разносторон-
ним, а сторона AC, на которой лежит O, будет средней по величине
стороной. Докажем это. Обозначим радиус окружности через r, тогда:
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AC = 2 · CBM = 2(OC + r)

BC = 2 · CAM < 2(OC + r) (Нер-во треугольника)

}
⇒ BC < AC

С другой стороны, из неравенства треугольника ∆OACM для стороны
OA

r +ABM < r +ACM ⇒ AC < AB.

Получаем неравенство сторон: BC < AC < AB. Раз все стороны раз-
личны, значит и все углы различны. Следуя обозначениям из условия,
∠A = α, ∠B = β, ∠C = γ, α < β < γ.
Проведём средние линии в треугольнике и найдём соотношения углов:
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– Треугольник ∆ABMCM подобен исходному ∆ACB, поэтому угол
∠ABMCM = ∠C = γ;

– Угол ∠OBMCM смежен углу ∠ABMCM , поэтому ∠OBMCM =
180◦ − γ = α+ β;

– Треугольник ∆CMOBM равнобедренный, отсюда ∠OCMBM =
∠OBMCM = α+ β;

– Угол ∠AMCMBM = ∠C = γ, поскольку CBMCMAM — паралле-
лограмм, отсюда углы равнобедренного треугольника ∠OCMAM =
∠OAMCM = γ − (α+ β);

– Угол ∠CAMCM = α + β из свойств параллелограмма, поэтому
маленький уголок ∠CAMO = 2(α+ β)− γ (на картинку не влез).
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Поскольку все углы должны быть строго положительны, то получаем
неравенства на γ

γ − (α+ β) > 0 ⇒ γ > 90◦;

2(α+ β)− γ > 0 ⇒ γ < 120◦.

Найти соотношение остальных углов теперь можно так: проведём остав-
шуюся среднюю линию и увидим, что ∠BMOCM — центральный угол,
а ∠BMAMCM — опирающийся на ту же дугу вписанный угол.
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∠BMAMCM = α из подобия треугольника ∆AMBMCM исходному, а
∠BMOCM = 180◦−2(α+β) из уже известных нам углов треугольника
∆CMOBM . В итоге получаем, что

α =
90◦ − β
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Заметим, что этими же формулами описывается и случай, когда центр O
совпал с вершиной C, поэтому окончательное условие на γ можно сформу-
лировать так:

90◦ < γ ≤ 120◦;

И неравенства на α и β следующие:

0 < α ≤ 30◦;

30◦ ≤ β < 90◦.

Остался маленький нюанс. Из того, что O лежит на стороне треугольни-
ка, следуют полученные соотношения углов. Но из этого не следует обрат-
ное. Вдруг для какого-то набора углов, для которых соотношения верны,
центр окружности девяти точек таки не попадёт на сторону?

Докажем в обратную сторону. Нужно для каждого такого треугольника
найти точку O, лежащую на стороне, и доказать, что расстояния от неё до
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середин сторон равны. Для треугольника α = β = 30◦, γ = 120◦ всё доволь-
но очевидно, расстояния от точки C до середин сторон легко считаются.
Поэтому рассмотрим остальные случаи.

Рассмотрим треугольник ∆ABC с углами ∠A = α, ∠B = β, ∠C = γ,
α < β < γ, 2α = 90◦ − β. Из этого равенства можно вычесть α и получить
соотношение α = 90◦−α−β = γ−90◦, или 90◦+γ = α. Проведём серединный
перпендикуляр через AMBM , и пересечение со стороной AC обозначим O.
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Отметим, что он именно пересекает отрезок AC по его внутренней точке.
Если это было бы не так, то точка C лежала бы либо на самом перпенди-
куляре, либо по ту же его сторону, что и A, и можно легко доказать, что в
таком случае BC ≥ AC, то есть соотношения для углов не выполняются.

Докажем, что расстояния отO до середин всех сторон равны. Во-первых,
OAM = OBM , так как в треугольнике ∆OAMBM медиана и высота совпа-
дают.

Пересечение перпендикуляра с AMCM обозначим K, а пересечение с AB
обозначим H. И теперь треугольники ∆AMCO и ∆OKCM оказываются
равны, докажем это:

• ∠C = γ по условию: из трапеции OBMCMK ∠K = 180◦ − ∠O; из
прямоугольного треугольника ∆OHA ∠O = 90◦ − α, поэтому ∠K =
90◦ + α, а это равно γ (следует из соотношений углов);

• Треугольник ∆OAMK оказывается равнобедренным (∠KAMBM =
∠OBMAM = ∠OAMBM ), поэтому AMK = AMO = BMO, а отсюда
CO = KCM ;

• Трапеция AMCOK – равнобедренная, потому что углы при основании
равны: ∠OKAM = 180◦ − ∠OKCM = 180◦ − γ, ∠CAMK = 180◦ −
∠BAMK = 180◦ − γ. Поэтому CAM = OK.

Треугольники ∆AMCO и ∆OKCM равны по двум сторонам и углу меж-
ду ними, поэтому OAM = OCM . Значит O – действительно искомая точка,
и она действительно лежит на стороне треугольника. Что и требовалось
доказать.

Ответ: 0 < α ≤ 30◦; 30◦ ≤ β < 90◦; 90◦ < γ ≤ 120◦.
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