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259 Ââåäåì êîìïëåêñíûå êîîðäèíàòû - ïóñòü âåðøèíû òðåóãîëüíèêà, âïèñàííîãî â åäèíè÷íóþ
îêðóæíîñòü, ýòî 1, a2, b2, à ñåðåäèíû äóã ìåæäó íèìè - a, b,−ab (Ê ñîæàëåíèþ ab - ñåðåäèíà íå
òîé äóãè). Òîãäà öåíòð îïèñàííîé îêðóæíîñòè ýòî 0, òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ìåäèàí 1

3 (1+a
2+b2), öåíòð

âïèñàííîé - îðòîöåíòð òðåóãîëüíèêà ñ âåðøèíàìè â ñåðåäèíàõ äóã îïèñàííîé îêðóæíîñòè, òî åñòü
a+ b− ab.

à) Êàê èçâåñòíî, ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà â êîìïëåêñíûõ êîîðäèíàòàõ ýòî ± i
4

∣∣∣∣∣∣
a a 1

b b 1
c c 1

∣∣∣∣∣∣ (çíàê âûáè-

ðàåòñÿ èç îðèåíòàöèè). Åñëè âçÿòü ïëîùàäè äâóõ íàøèõ òðåóãîëüíèêîâ è âû÷åñòü äðóã èç äðóãà
- ìû ïîëó÷èì íåïðåðûâíóþ âåùåñòâåííîçíà÷íóþ ôóíêöèþ òðåõ êîìïëåêñíûõ ïåðåìåííûõ. Îñòà-
åòñÿ ëèøü äîêàçàòü, ÷òî îíà ìîæåò ïðèíèìàòü çíà÷åíèÿ ðàçíûõ çíàêîâ. Äëÿ ýòîãî äîêàæåì, ÷òî
ïëîùàäü êàæäîãî èç òðåóãîëüíèêîâ ìîæåò áûòü ïðèìåðíî ðàâíà íóëþ ïðè ïëîùàäè äðóãîãî îòäå-
ëåííîé îò íóëÿ - ýòîãî áóäåò äîñòàòî÷íî (äàëüøå ïåðåòÿíåì îäèí òðåóãîëüíèê â äðóãîé, ñäâèãàÿ
âåðøèíû ïî îêðóæíîñòè)
Ó ðàâíîñòîðîííåãî òðåóãîëüíèêà âñå îïèñàííûå òî÷êè ñîâïàäàþò, à åãî ïëîùàäü íå 0

Òåïåðü ïóñòü a ≈ b. Òîãäà

∣∣∣∣∣∣
a2 a2 1

b2 b2 1
1 1 1

∣∣∣∣∣∣ ≈ 0, à âòîðîé îïðåäåëèòåëü ïðèìåðíî ðàâåí∣∣∣∣∣∣
1
3 (2a

2 + 1) 1
32a

2 + 1 1

2a− a2 2a− a2 1
0 0 1

∣∣∣∣∣∣ = 1
3 (2a

2+1) 2a−1a2 −
1
3 (2a−a

2) 2+a
2

a2 = (a+1)3(a−1)
3a2 ÷òî îòäåëåíî îò 0 íàïðèìåð

ïðè a = i
á) Äîïóñòèì, ÷òî ýòî âîçìîæíî. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî âåðøèíà 0 ñîîòâåòñòâóåò âåðøèíå 1 èñõîäíîãî
òðåóãîëüíèêà (â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ïîâåðíåì èñõîäíûé òðåóãîëüíèê ïî îêðóæíîñòè, ïðè ýòîì âñå
òî÷êè, â òîì ÷èñëå O ïîâåðíóòñÿ âîêðóã íóëÿ). Ïóñòü òðåóãîëüíèêè îðèåíòèðîâàíû îäèíàêîâî.
Òîãäà äëÿ ïîäîáèÿ íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû
1
3 (a

2+b2+1)

a+b−ab = a2−1
b2−1

Òî åñòü (a2 + b2 + 1)(b2 − 1) = 3(a2 − 1)(a+ b− ab)
Âçÿâ ñîïðÿæåííûå îò îáåèõ ÷àñòåé è äîìíîæèâ íà a3b4, ïîëó÷èì
(b2 + a2 + a2b2)(1− b2)a = 3(1− a2)(a+ b− 1)b3

Ðàñêðûâàÿ ñêîáêè, ïîëó÷èì ñèñòåìó äâóõ óðàâíåíèé ñ äâóìÿ íåèçâåñòíûìè{
a3(3b3 − b2 + 1) + 3a2b3(b− 1)− a(b4 + 3 ∗ b3 − 1) + 3b3(1− b) = 0

−a3(b4 − 3b3 − 1) + 3a2b3(b− 1)− ab2(b2 + 3b− 1) + 3b3(1− b) = 0
Âû÷èñëÿÿ ðåçóëüòàíò ýòèõ äâóõ ìíîãî÷ëåíîâ, ïîëó÷èì
b24−9b23+34b22−60b21+143b20−93b19−151b18+384b17−519b16+141b15+261b14−363b13+462b12−
363b11 + 261b10 + 141b9 − 519b8 + 384b7 − 151b6 − 93b5 + 143b4 − 60b3 + 34b2 − 9b+ 1 = 0
Ýòîò ìíîãî÷ëåí êðàòåí (b+ 1)4(b− 1)4(b2 − b+ 1), íî ñîîòâåòñòâóþùèå êîðíè íàñ íå óñòðàèâàþò (â

ïåðâûõ äâóõ ñëó÷àÿõ âåðøèíà b2 ñîâïàäåò ñ 1, à ïðè b = 1
2±

i
√
3

2 ïîëó÷àåòñÿ ïðàâèëüíûé òðåóãîëüíèê,
ó êîòîðîãî âñå èíòåðåñíûå òî÷êè ñîâïàäàþò è òðåóãîëüíèêà íå îáðàçóþò âîâñå.
Ïîñëå äåëåíèÿ ïîëó÷èì b14 − 8b13 + 29b12 − 59b11 + 201b10 − 163b9 + 417b8 − 188b7 + 417b6 − 163b5 +
201b4 − 59b3 + 29b2 − 8b+ 1
Çàìåòèì, ÷òî ýòîò ìíîãî÷ëåí ñèììåòðè÷åí, ïîýòîìó âûãîäíî áóäåò ïîäåëèòü åãî íà b7 è ââåñòè
íîâóþ ïåðåìåííóþ b+ 1

b = x. Îòìåòèì, ÷òî ïðèíàäëåæíîñòü b åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè ðàâíîñèëüíà
òîìó. ÷òî x - âåùåñòâåííîå è ëåæèò íà [−2; 2].
Ïîñëå çàìåíû ïîëó÷èì óðàâíåíèå x7 − 8x6 + 22x5 − 11x4 + 70x3 + x2 − 48x+ 36 = 0
Åñëè x ∈ [−2;−1], òî 22x5+70x3+x2−48x+36 = (x3+x2)+48(x3−x)+21(x3+1)+15(x5+1)+7x5 < 0,
à ïðî÷èå ñëàãàåìûå îòðèöàòåëüíû.
Åñëè x ∈ [1; 2], òî x7−8x6+22x5−11x4+70x3+x2−48x+36 = (x7−x6)+11(x5−x4)+7(8x3−x6)+14x3+
x2+11x5−48x+36 ≥ 14x3+x2+11x5−48x+36 ≥ 26x2−48x+36 > 24x2−48x+24 = 24(x−1)2 ≥ 0
Åñëè x ∈ [0; 1], òî x7 − 8x6 + 22x5 − 11x4 + 70x3 + x2 − 48x + 36 = 8(x5 − x6) + 11(x3 − x4) + x7 +
22x5 +70x3 +x2− 48x+36 ≥ 70x3 +x2− 48x+36. Åñëè x < 3

4 , òî ýòî íå ìåíüøå 70x
3 +x2 > 0. Åñëè

x ≥ 3
4 , òî ýòî íå ìåíüøå 70 · 9

16x+ 3
4x− 48x+ 36 > 35x− 48x+ 36 = 36− 13x > 0

Åñëè x ∈ [− 2
3 ; 0], òî x

7− 8x6+22x5− 11x4+70x3+x2− 48x+36 ≥ −1− 1− 22·32
243 −

11·16
27 −

70·8
27 +36 >

−1− 1− 3− 7− 21 + 36 > 0



Íàêîíåö, ïðè x ∈ [−1;− 2
3 ] âîçüìåì ïðîèçâîäíóþ

7x6 − 48x5 + 110x4 − 210x3 + 2x− 48 ≥ −210x3 − 50 ≥ 210·8
27 − 50 > 0

Ïîýòîìó íà ýòîì ïðîìåæóòêå åñòü íå áîëåå îäíîãî êîðíÿ. Îäèí êîðåíü åñòü, ïîñêîëüêó äëÿ F (x) =
x7− 8x6 +22x5− 11x4 +70x3 + x2− 48x+36 èìååì F (−1) <,F (0) > 0, òàê ÷òî ãäå-òî êîðåíü îáÿçàí
áûòü.

Ïðèáëèæåííûå âû÷èñëåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî x ≈ −0.915298, îòêóäà b = x
2 ±
√
1− x2

4 i ≈ −0.457649+
0.889133i
Îñòàëîñü óáåäèòüñÿ, ÷òî a, ÿâëÿþùååñÿ ïðè ýòîì b îáùèì êîðíåì äâóõ óðàâíåíèé, òîæå èìååò
ìîäóëü 1.
Áóäåì ïîñòåïåííî èçáàâëÿòüñÿ îò a â ñèñòåìå, ñêëàäûâàÿ óðàâíåíèÿ, äîìíîæåííûå íà ïîäõîäÿùèå
ìíîãî÷ëåíû îò b. Ïîñëåäîâàòåëüíî ïîëó÷èì
a2(b6 +3b5 − 10b4 +12b3 − b2 +3b+1)+ 3a(1− b)(2b4 − b2 − 1) + b8 − 3b7 − 6b5 +7b4 − 6b3 − 3b+1 = 0
(a2(b6+3b5− 10b4+12b3− b2+3b+1)+3a(1− b)(2b4− b2− 1)+ b8− 3b7− 6b5+7b4− 6b3− 3b+1)3(b−
1)a− (3a3(b− 1) + a2(b2 − 3b− 1) + 3a(1− b) + b4 + 3b− 1)(b6 + 3b5 − 10b4 + 12b3 − b2 + 3b+ 1) = 0
−a2(b8− 2b6 +3b5− 18b4 +12b3− 25b2 +12b− 10)+ 3a(b− 1)(b8− 3b7 + b6− 3b5− 3b4 +6b3− b2 +2)−
(b4 + 3b− 1)(b6 + 3b5 − 10b4 + 12b3 − b2 + 3b+ 1) = 0
(−a2(b8−2b6+3b5−18b4+12b3−25b2+12b−10)+3a(b−1)(b8−3b7+b6−3b5−3b4+6b3−b2+2)−(b4+3b−
1)(b6+3b5−10b4+12b3−b2+3b+1))(b6+3b5−10b4+12b3−b2+3b+1)+(a2(b6+3b5−10b4+12b3−b2+3b+
1)+3a(1−b)(2b4−b2−1)+b8−3b7−6b5+7b4−6b3−3b+1)(b8−2b6+3b5−18b4+12b3−25b2+12b−10) = 0
3a(b−1)2(b13+b12−19b11+23b10−31b9+8b8+45b7−72b6+37b5+4b4−23b3+28b2−10b+8)−9b15+9b14+
36b13−207b12+351b11−180b10−243b9+576b8−432b7+81b6+108b5−198b4+144b3−72b2+45b−9 = 0
a = 3(b10−2b8+19b7−25b6+38b5−21b4+20b3−6b2+4b−1)

b10−18b8+42b7−91b6+123b5−127b4+87b3−54b2+18b−8
Íàøà çàäà÷à òåïåðü - âû÷èñëèòü |a|. Ñîïðÿæåííîå ïîëó÷àåòñÿ çàìåíîé b íà 1

b , ïîñëå ÷åãî íàì òîëüêî
îñòàåòñÿ äîêàçàòü, ÷òî

9(b10−2b8+19b7−25b6+38b5−21b4+20b3−6b2+4b−1)(b10−4b9+6b8−20b7+21b6−38b5+25b4−19b3+2b2−1)
(8b10−18b9+54b8−87b7+127b6−123b5+91b4−42b3+18b2−1)(b10−18b8+42b7−91b6+123b5−127b4+87b3−54b2+18b−8) = 1

Òî åñòü 9(b10 − 2b8 + 19b7 − 25b6 + 38b5 − 21b4 + 20b3 − 6b2 + 4b − 1)(b10 − 4b9 + 6b8 − 20b7 + 21b6 −
38b5 +25b4− 19b3 +2b2− 1) = (8b10− 18b9 +54b8− 87b7 +127b6− 123b5 +91b4− 42b3 +18b2− 1)(b10−
18b8 + 42b7 − 91b6 + 123b5 − 127b4 + 87b3 − 54b2 + 18b− 8)
Ðàñêðûâàÿ ñêîáêè, ïîëó÷èì b20 − 18b19 + 126b18 − 510b17 + 1501b16 − 4047b15 + 7513b14 − 13455b13 +
17497b12 − 22794b11 + 22540b10 − 22794b9 + 17497b8 − 13455b7 + 7513b6 − 4047b5 + 1501b4 − 510b3 +
126b2 − 18b+ 1 = 0
Åñëè ýòîò ìíîãî÷ëåí äåëèòñÿ íà ïîëó÷åííûé íàìè ìíîãî÷ëåí 14 ñòåïåíè äëÿ b � ìû ïîáåäèëè.
Îêàçûâàåòñÿ äà, äåëèòñÿ. Ïîëó÷àåòñÿ b6 − 10b5 + 17b4 − 25b3 + 17b2 − 10b+ 1
Èòàê, ýòî âîçìîæíî äëÿ òðåóãîëüíèêà ñ âåðøèíàìè ïðèìåðíî 1, (0.703318−0.710876i)2, (−0.457649+
0.889133i)2

â) Äëÿ íà÷àëà âûÿñíèì êîýôôèöèåíò ïîäîáèÿ òðåóãîëüíèêâ, ïîñòðîåííûõ â ïóíêòå á. Âäðóã ýòî 1?
Íî åñëè ïðîèçâåñòè ïðèáëèæåííîå âû÷èñëåíèå, òî ïîëó÷èì ñòîðîíû òðåóãîëüíèêîâ ïðèìåðíî
0.6, 1.78, 1.42 è 0.26, 0.62, 0.78 ñ êîýôôèöèåíòîì ïîäîáèÿ ïðèìåðíî 0.44. Ýòî ñëèøêîì äàëåêî îò
1, òàê ÷òî îíè íå ðàâíû.
Îòìåòèì, ÷òî â ïóíêòå á ìû ïîëíîñòüþ ðàçîáðàëè ñëó÷àé, êîãäà òðåóãîëüíèêè áûëè ïîäîáíû è
îäèíàêîâî îðèåíòèðîâàíû. Ïóñòü îíè îðèåíòèðîâàíû ïî-ðàçíîìó. Òîãäà ïîòðåáóåòñÿ íàâåñèòü ñî-
ïðÿæåíèå íà îäíó èç ÷àñòåé ðàâåíñòâà. Ïîëó÷èì
1
3 (a

2+b2+1)

a+b−ab = a2−1
b2−1

1
3 (a

2+b2+1)

a+b−ab = (a2−1)b2
(b2−1)a2



Òî åñòü (a2 + b2 + 1)(b2 − 1)a2 = 3(a2 − 1)(a+ b− ab)b2
Î÷åâèäíî, ÷òî ýòà çàäà÷à íè÷åì íå îòëè÷àåòñÿ îò ïðåäûäóùåé ïî ìåòîäó ðåøåíèÿ. Ïîýòîìó ëó÷øå
ñðàçó âîñïîëüçóåìñÿ wolframalpha è âû÷èñëèì ïîäõîäÿùèå a è b, ïðåäëîæèâ åìó ðåøèòü ñèñòåìó
(a2+b2+1)(b2−1)a2 = 3(a2−1)(a+b−ab)b2, |a| = |b| = 1. Îòìåòèì ñðàçó, ÷òî àíàëîãè÷íîå óðàâíåíèå
äëÿ ïóíêòà á ïðèâîäèò ê íàøåìó æå îòâåòó, òàê ÷òî âîëüôðàìîâñêèå ïðèáëèæåííûå âû÷èñëåíèÿ
ðàáîòàþò êîððåêòíî. Êðîìå òîãî, ÿ íà âñÿêèé ñëó÷àé íàïèñàë ïðîãðàììêó, êîòîðàÿ ïåðåáðàëà òî÷êè
íà åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè ñ øàãîì 0.000001 è âûâåëà òå, ãäå ðåçóëüòàò áûë áëèçîê ê 0 - îêàçàëîñü,
÷òî îòëîâëåíû âñå (ÿ îïàñàëñÿ ëèáî êàñàíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåé êðèâîé ñ åäèíè÷íîé îêðóæíîñòüþ,
ëèáî ïî÷òè êðàòíûõ êîðíåé - îíè ìîæåò è åñòü, íî òîãäà ïðèáëèæåííî ðàâíû äðóã äðóãó). ßñíî, ÷òî
ÄÎÊÀÇÀÒÜ ïîäîáèå òàêèì îáðàçîì çàòðóäíèòåëüíî, íàäî áåñåäîâàòü ïðî êàêèå-òî íåïðåðûâíîñòè
êðèâûõ îò êîìïëåêñíûõ ïåðåìåííûõ, íå õî÷ó.
a ≈ −0.986491 + 0.163813i, b ≈ 0.227889 + 0.973687i
a ≈ 0.915492− 0.402336i, b ≈ 0.4067− 0.913562i.
À òàêæå ñîïðÿæåííûå ê íèì. È åùå êàê è â ïåðâîì ñëó÷àå ±1 è ñëó÷àé ïðàâèëüíîãî òðåóãîëüíèêà.
Áóäåì ñ÷èòàòü äëèíû îòðåçêîâ ìåæäó a2 è b2, à òàêæå ìåæäó a+ b− ab è 1

3 (a
2 + b2 + 1).

Â ïåðâîì ñëó÷àå èìååì ïðèìåðíî 1.99 è 2.15
Âî âòîðîì ñëó÷àå èìååì ïðèìåðíî 1.345 è 0.998.
Â îáîèõ ñëó÷àÿõ îøèáêè ïðè âû÷èñëåíèÿõ áûëè íåäîñòàòî÷íî âåëèêè, ÷òîáû íà ñàìîì äåëå òàì
áûëî ðàâåíñòâî, à ìû åãî óïóñòèëè.
Èòàê, îòâåò - íåò, à ïðèíöèïèàëüíî ðàçíûõ ñèòóàöèé ñ ïîäîáèåì âñåãî òðè.


