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219) Îáîçíà÷èì ÷èñëî âåðøèí íà i-îé ãðàíè ìíîãîãðàííèêà çà Hi. Òîãäà R =
∑

Hi

2 , V = 2−G+R =∑
Hi

2 − 9

Êðîìå òîãî, êàê óæå îòìå÷àëîñü, V ≤ 2R
3 , îòêóäà

∑
Hi ≤ 54, R ≤ 27, V ≤ 18

Âû÷èñëèì òåïåðü êîëè÷åñòâî äèàãîíàëåé. Ìîæíî âçÿòü âñå îòðåçêè, ñîåäèíÿþùèå âåðøèíû, è âû-
÷åñòü èç íèõ ðåáðà è äèàãîíàëè â ãðàíÿõ. Ïîëó÷àåì
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∑
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∑
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∑
Hi + 9) =

1
2 (90−

15
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∑
Hi + (

∑
Hi)

2 −
∑
H2

i )
Çàìåòèì, ÷òî ïðè ôèêñèðîâàííîé ñóììå ÷èñåë ñóììà èõ êâàäðàòîâ ìèíèìàëüíà, êîãäà îíè ìàê-
ñèìàëüíî ñáëèæåíû (äëÿ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, â ÷àñòíîñòè, ýòî îçíà÷àåò, ÷òî îíè äàþò âñåãî äâà
çíà÷åíèÿ). Êðîìå òîãî, î÷åâèäíî ÷òî x2 − 15

2 x = (x − 15
4 )2 + C, ïîýòîìó âîçðàñòàåò ïðè x > 15

4 ,
Áîëåå òîãî, åñëè x ≥ 10, òî ïðè óâåëè÷åíèè x íà åäèíèöó (x− 15

4 )2 âîçðàñòàåò áîëüøå, ÷åì âîçðàñ-
òàåò ñóììà êâàäðàòîâ îòäåëüíûõ Hi ïðè óâåëè÷åíèè íàèìåíüøåãî èç ÷èñåë íà 1 (ïîòîìó ÷òî îíî
íå áîëüøå 4, òàê êàê èõ ñóììà íå áîëüøå 54, à èõ âñåãî 11). Ñëåäîâàòåëüíî, âûãîäíî óâåëè÷èòü
óäâîåííîå ÷èñëî ðåáåð ïî ìàêñèìóìó.
Èòàê, îïòèìàëüíûì áûë áû ìíîãîãðàííèê, ó êîòîðîãî V = 18, R = 27, ñòåïåíè âñåõ âåðøèí ðàâíû 3,
à ãðàíè - 10 ïÿòèóãîëüíèêîâ è îäèí ÷åòûðåõóãîëüíèê. Äëÿ íåãî ìû èìåëè áû 153−27−2−10 ·5 = 74
äèàãîíàëè.
Ê ñîæàëåíèþ, ýòà êàðòèíêà íåâîçìîæíà. Ðàññìîòðèì ÷åòûðåõóãîëüíóþ ãðàíü. Èç åå âåðøèí èñõî-
äÿò 4 ðåáðà, íà÷èíàþùèå îáðàçîâûâàòü ïÿòèóãîëüíûå ãðàíè. Êàæäóþ èç íèõ çàìûêàåò åùå îäíà
âåðøèíà ñ äâóìÿ ðåáðàìè, ïðè÷åì âñå ýòè âåðøèíû ðàçíûå (èíà÷å îáðàçóåòñÿ âåðøèíà ñòåïåíè 4).
Ðàññìîòðèì ïðîñòðàíñòâåííûé âîñüìèçâåííûé êîíòóð, îáðàçîâàííûé ýòèìè 4 âåðøèíàìè è 4 âåð-
øèíàìè, ñîåäèíåííûìè ñ âåðøèíàìè ÷åòûðåõóãîëüíèêà. Èç ÷åòûðåõ åãî âåðøèí óæå âûõîäèò ïî
3 ðåáðà, èç îñòàëüíûõ - òîëüêî ïî äâà (îíè íà÷èíàþò íîâûå ãðàíè). Äîñòðîèì òàì åùå ïî îäíîìó
ðåáðó. Îíè äîëæíû ïðîäîëæàòü ýòè ãðàíè. Äëÿ çàâåðøåíèÿ ãðàíåé áóäåò íå õâàòàòü ïî îäíîìó
ðåáðó è èõ ïðèäåòñÿ äîðèñîâàòü. Â ðåçóëüòàòå îáðàçóåòñÿ åùå îäíà ÷åòûðåõóãîëüíàÿ ãðàíü è îñòà-
íóòñÿ äâå âåðøèíû. Ó âñåõ óæå ïîñòðîåííûõ ïðè ýòîì áóäåò ñòåïåíü 3, ïîýòîìó ê íèì íè÷åãî áóäåò
íå ïîäêëþ÷èòü.
Åñëè áû ðå÷ü øëà î ãðàôå, ýòî íå áûëî áû ïðîáëåìîé - ðàçáèòü ÷åòûðåõóãîëüíèê íà 2 ïÿòèóãîëüíèêà
ëåãêî. Íî ñ ìíîãîãðàííèêîì òàê íå âûéäåò - ïîÿâÿòñÿ âåðøèíû ñòåïåíåé 2 è 4.
Ïîïðîáóåì âçÿòü äðóãèå íàáîðû ãðàíåé. Ó ëþáîãî äðóãîãî ìíîãîãðàííèêà åñòü ãðàíü ìèíèìóì ñ 6
ñòîðîíàìè. Åñëè èõ äâå, òî ñáëèçèì ÷èñëî ñòîðîí ó íåå è îäíîé èç ìèíèìàëüíûõ ãðàíåé. Åñëè æå
îíà îäíà, òî îïòèìàëüíûé íàáîð 4, 4, 5, 5, 5, 5, 5, 5, 5, 5, 6. Îí äàë áû 153 − 27 − 2 · 2 − 8 · 5 − 9 = 73
äèàãîíàëè.
Ñî ñòðóêòóðíîé òî÷êè çðåíèÿ òàêîé ìíîãîãðàííèê âîçìîæåí. (ñì. ðèñóíîê) Îïèøåì, êàê ïîñòðîèòü
åãî â ïðîñòðàíñòâå. Êàæåòñÿ, îí ìîæåò áûòü ïîëó÷åí ïðàâèëüíî ïîäîáðàííûì ñå÷åíèåì äîäåêàýäðà,
íî ÿ íå ñìîãó ýòî îïèñàòü. Ïîýòîìó îïèøó ïî-äðóãîìó.
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Ïîñòðîèì 12 åãî âåðøèí, êðîìå âíåøíåãî êîíòóðà êàê ðåçóëüòàò ìíîãîêðàòíîãî óñå÷åíèÿ øåñòè-
óãîëüíîé ïèðàìèäû (äâà ïðîòèâîïîëîæíûõ ðåáðà îñíîâàíèÿ ðàâíû, îñòàëüíûå 4 òîæå ðàâíû). Çà-
òåì âûáåðåì íèæå îñíîâàíèÿ ïëîñêîñòü, ïàðàëëåëüíóþ åå îñíîâàíèþ è ïðîäëèì åå áîêîâûå ãðàíè
(èëè èõ îñòàòêè) äî ïåðåñå÷åíèÿ ñ ýòîé ïëîñêîñòüþ. Çàòåì âûáåðåì äâå ïðîòèâîïîëîæíûå ãðàíè (ñî-
îòâåòñòâóþùèå ïàðå ðàâíûõ ðåáåð îñíîâàíèÿ) è ñðåæåì èõ ïëîñêîñòÿìè, ïðîõîäÿùèìè ÷åðåç ðåáðî
îñíîâàíèÿ ïîä íàêëîíîì ÷óòü áîëüøèì, ÷åì áîêîâûå ãðàíè. Ýòî äîñòðîèò êàðòèíêó äî òðåáóåìîé.
Îñòàëîñü ïîñòðîèòü âíóòðåííþþ êàðòèíêó.
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Ïóñòü êîîðäèíàòû âåðøèí øåñòèóãîëüíèêà áóäóò (−2, 4, 0),(2, 4, 0),(3, 0, 0),(2,−4, 0),(−2,−4, 0),
(−3, 0, 0), êîîðäèíàòû âåðøèí ïðÿìîóãîëüíèêà (±1,±2, 2) è êîîðäèíàòû öåíòðàëüíûõ äâóõ âåðøèí
(0,±1, 3). Òîãäà âåðõíèé ïÿòèóãîëüíèê ëåæèò â ïëîñêîñòè y + z = 4, ïðàâûé - â ïëîñêîñòè x+ z =
3. Ýòè ïëîñêîñòè ïåðåñåêàþòñÿ ïî ïðÿìîé, ïåðåñåêàþùåé z = 0 â òî÷êå (3, 4, 0), îòêóäà âèäíà

âûïóêëîñòü âåðõíåãî ïÿòèóãîëüíèêà. Âûïóêëîñòü è ïëîñêîñòü îñòàëüíûõ î÷åâèäíà èç ñèììåòðèè,
à òðåóãîëüíèêè - âåãäà âûïóêëûå è ïëîñêèå. Âûïóêëîñòü ñàìîãî òåëà òîæå î÷åâèäíà.


