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Äèàãîíàëè AC1 è BD1 øåñòèãðàííèêà ABCDA1B1C1D1, âñå ãðàíè êî-
òîðîãî ÷åòûðåõóãîëüíû, ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå O. Ìîãóò ëè îñòàëüíûå ïàðû
äèàãîíàëåé ñêðåùèâàòüñÿ?

Ðåøåíèå:

A

B

C

D

A1

B1C1

D1

Ðèñ. 1: Èëëþñòðàöèÿ

Ïîñêîëüêó AC1 ∩ BD1, òî÷êè A, B, C1 è
D1 ëåæàò â îäíîé ïëîñêîñòè, îáîçíà÷èì
ýòó ïëîñêîñòü π (íà èëëþñòðàöèè âûäåëå-
íà ñåðûì). Ïðè ýòîì âîçìîæíû äâà ñëó-
÷àÿ:

1. AB ∩ C1D1 = O;

2. AB ‖ C1D1.

Â ïåðâîì ñëó÷àå, AB ∩ C1D1 = O. Òî÷-
êà O ïðèíàäëåæèò ïðÿìûì AB è C1D1,
êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ïåðåñå÷åíèÿìè ïëîñêî-
ñòåé: AB = (ABCD)∩ (ABB1A1), C1D1 =
(A1B1C1D1)∩(DCC1D1). Çíà÷èò, òî÷êà O
ïðèíàäëåæèò âñåì ýòèì ïëîñêîñòÿì. Îíà
ïðèíàäëåæèò ïðÿìîé A1B1, òàê êàê ÿâëÿ-
åòñÿ îáùåé äëÿ ïëîñêîñòåé (A1B1C1D1) è
(ABB1A1). È àíàëîãè÷íî, îíà ïðèíàäëåæèò ïðÿìîé CD. Èíûìè ñëîâàìè,
A1B1∩CD = O, òî åñòü ïðÿìûå A1B1 è CD ëåæàò â îäíîé ïëîñêîñòè, à çíà-
÷èò, äèàãîíàëè A1C è B1D èñõîäíîãî ìíîãîãðàííèêà òîæå ëåæàò â îäíîé
ïëîñêîñòè è íå ÿâëÿþòñÿ ñêðåùèâàþùèìèñÿ.

Âî âòîðîì ñëó÷àå AB ‖ C1D1. Ïîêàæåì, ÷òî òîãäà ñïðàâåäëèâî A1B1 ‖
CD ‖ AB ‖ C1D1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ýòî íå òàê. Ïðÿìàÿ CD ëåæèò â îäíîé
ïëîñêîñòè ñ ïðÿìîé AB è íå ïàðàëëåëüíà åé. Çíà÷èò, îíà ïåðåñåêàåò å¼:
CD∩AB = O1. Àíàëîãè÷íî, CD∩C1D1 = O2. Ïðè ýòîì O1 6= O2, ïîñêîëüêó
AB è C1D1 íå ïåðåñåêàþòñÿ. Ïîëó÷àåì, ÷òî CD∩π = O1, CD∩π = O2. Íî
ýòî íåâîçìîæíî, ïðÿìàÿ ìîæåò ïåðåñåêàòü ïëîñêîñòü òîëüêî â îäíîé òî÷êå.
Ïðîòèâîðå÷èå. Çíà÷èò, CD ‖ AB ‖ C1D1. Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåì ýòî è äëÿ
A1B1. Èòàê, A1B1 ‖ CD, çíà÷èò îíè ëåæàò â îäíîé ïëîñêîñòè, è äèàãîíàëè
A1C è B1D íå ÿâëÿþòñÿ ñêðåùèâàþùèìèñÿ.

Îòâåò: Íå ìîãóò.
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